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DÉRIVATION (Partie 2)

I. Fonction dérivée
Définition : 

La fonction qui à tout réel x associe le nombre dérivé de f en x est appelée fonction dérivée de f et se note f '.

Notation : La fonction dérivée se note : f’ ou 
[image: image160.png]


 

Formules de dérivation des fonctions usuelles :

	Fonction f
	Dérivée f '

	
[image: image2.emf]


  f (x) = a










 

 

f(x)=a

, 
[image: image3.emf]


  a ∈!










 

 

aÎ»


	
[image: image4.emf]


  f '(x) = 0










 

 

f'(x)=0



	
[image: image5.emf]


  f (x) = ax










 

 

f(x)=ax

, 
[image: image6.emf]


  a ∈!










 

 

aÎ»


	
[image: image7.emf]


  f '(x) = a










 

 

f'(x)=a



	
[image: image8.emf]


  f (x) = xn










 

 

f

(

x

)

=

x

n


	
[image: image9.emf]


  f '(x) = nxn−1










 

 

f

'(

x

)

=

nx

n-

1



	
[image: image10.emf]


  
f (x) =



1
x










 

 

f

(

x

)

=

1

x


	
[image: image11.emf]


  
f '(x) = −



1
x2










 

 

f

'(

x

)

=-

1

x

2



	
[image: image12.emf]


  f (x) = cos x










 

 

f(x)=cosx


	
[image: image13.emf]


  f '(x) = −sin x










 

 

f'(x)=-sinx



	
[image: image14.emf]


  f (x) = sin x










 

 

f(x)=sinx


	
[image: image15.emf]


  f '(x) = cos x










 

 

f'(x)=cosx




Exemples : 
[image: image16.png]


 Vidéo https://youtu.be/kiemuwNkQhY
Soit la fonction f définie sur 
[image: image17.emf]


 !










 

»

 par 
[image: image18.emf]


  f (x) = x4










 

 

f

(

x

)

=

x4

 alors f est dérivable sur 
[image: image19.emf]


 !










 

»

 et on a pour tout x de 
[image: image20.emf]


 !










 

»

, 
[image: image21.emf]


  f '(x) = 4x3










 

 

f

'(

x

)

=

4

x3

.
Premières formules d'opération sur les fonctions dérivées :
	
[image: image22.emf]


  u + v( ) ' = u '+ v '










 

 

u

+

v

( )

'

=

u

'

+

v

'



	
[image: image23.emf]


  k u( ) ' = k u '










 

 

ku

( )

'

=

ku

'

, 
[image: image24.emf]


 k ∈!










 

kÎ»




Méthode : Calculer des fonctions dérivées
[image: image25.png]


 Vidéo https://youtu.be/uTk3T_GfwYo 
Dans chaque cas, calculer la fonction dérivée de la fonction f :

1) 
[image: image26.emf]


f x( ) = 3x










fx

( )=

3

x

 
2) 
[image: image27.emf]


f x( ) = x2 + 5










fx

( )

=

x

2+

5


      3) 
[image: image28.emf]


  f (x) = 5x3










 

 

f

(

x

)

=

5

x3


  4) 
[image: image29.emf]


  
f (x) = 3x2 + 4



x










 

 

f

(

x

)

=

3

x2

+

4

x




1) 
[image: image30.emf]


  f '(x) = 3










 

 

f'(x)=3


2) 
[image: image31.emf]


  
f '(x) = x2( )' + 5( )' = 2x + 0 = 2x










 

 

f

'(

x

)

=

x

2

( )

'

+

5

()'

=

2

x

+

0

=

2

x


3) 
[image: image32.emf]


  
f '(x) = 5 x3( )' = 5× 3x2 = 15x2










 

 

f

'(

x

)

=

5

x

3

( )

'

=

5

´

3

x

2=

15

x

2


4) 
[image: image33.emf]


  
f '(x) = 3x2( )' + 4



x
⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟
'
= 3× 2x + − 4



x2



⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟
= 6x − 4



x2










 

 

f

'(

x

)

=

3

x2

( )

'

+

4

x

æ

è

ç

ö

ø

÷

'

=

3

´

2

x

+ -

4

x2

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

6

x

-

4

x2

 

II. Fonction dérivée d’une fonction polynôme

1) Fonction polynôme de degré 2
Soit f une fonction polynôme du second degré définie par 
[image: image34.emf]


f (x) = 5x2 − 3x + 2










f

(

x

)

=

5

x2

-

3

x

+

2

.

Pour déterminer la fonction dérivée f ’, on applique la technique suivante :

[image: image1.emf]


df
dx










df

dx


[image: image159.png]



[image: image35.emf]


f (x) = 5x2 − 3x + 2










f

(

x

)

=

5

x2

-

3

x

+

2



           
[image: image36.emf]


f '(x) = 2 × 5x − 3










f'(x)=2´5x -3


Définition : Soit f une fonction polynôme du second degré définie sur ℝ par 


[image: image37.emf]


f (x) = ax2 + bx + c










f

(

x

)

=

ax2

+

bx

+

c

.

On appelle fonction dérivée de f, notée f ’, la fonction définie sur ℝ par 
[image: image38.emf]


f '(x) = 2ax + b










f'(x)=2ax+b

.
Méthode : Déterminer la fonction dérivée d’une fonction polynôme du second degré

[image: image39.png]


 Vidéo https://youtu.be/5WDIrv_bEYE 
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

a) 
[image: image40.emf]


f (x) = 4x2 − 6x +1










f

(

x

)

=

4

x2

-

6

x

+

1


b) 
[image: image41.emf]


g(x) = x2 − 2x + 6










g

(

x

)

=

x2

-

2

x

+

6



c) 
[image: image42.emf]


h(x) = −3x2 + 2x + 8










h

(

x

)

=-

3

x2

+

2

x

+

8


d) 
[image: image43.emf]


k(x) = x2 + x +1










k

(

x

)

=

x2

+

x

+

1



e) 
[image: image44.emf]


l(x) = −5x2 + 5










l

(

x

)

=-

5

x2

+

5



f) 
[image: image45.emf]


m(x) = −x2 + 7x










m

(

x

)

=-

x2

+

7

x


a) 
[image: image46.emf]


f (x) = 4x2 − 6x +1










f

(

x

)

=

4

x2

-

6

x

+

1

      donc 

[image: image47.emf]


f '(x) = 4 × 2 × x − 6 = 8x − 6










f'(x)=4´2´x-6=8x-6


b) 
[image: image48.emf]


g(x) = x2 − 2x + 6










g

(

x

)

=

x2

-

2

x

+

6


      donc 

[image: image49.emf]


g '(x) = 2 × x − 2 = 2x − 2










g'(x)=2´x-2=2x-2




c) 
[image: image50.emf]


h(x) = −3x2 + 2x + 8










h

(

x

)

=-

3

x2

+

2

x

+

8

      donc 

[image: image51.emf]


h '(x) = −3× 2 × x + 2 = −6x + 2










h'(x)=-3´2´x+2=-6x+2


d) 
[image: image52.emf]


k(x) = x2 +1x +1










k

(

x

)

=

x2

+

1

x

+

1

      donc      
[image: image53.emf]


k '(x) = 2x +1










k'(x)=2x+1





e) 
[image: image54.emf]


l(x) = −5x2 + 5










l

(

x

)

=-

5

x2

+

5

      donc 
    
[image: image55.emf]


l '(x) = −5 × 2 × x = −10x










l'(x)=-5´2´x=-10x


f) 
[image: image56.emf]


m(x) = −x2 + 7x










m

(

x

)

=-

x2

+

7

x

      donc 
      
[image: image57.emf]


m '(x) = −2 × x + 7 = −2x + 7










m'(x)=-2´x+7=-2x+7



2) Fonction polynôme de degré 3
Soit f une fonction polynôme du troisième degré définie par 
[image: image58.emf]


f (x) = 2x3 − 3x2 + 5x −1










f

(

x

)

=

2

x3

-

3

x2

+

5

x

-

1

.

Pour déterminer la fonction dérivée f ’, on applique la technique suivante :




[image: image59.emf]


f (x) = 2x3 − 3x2 + 5x −1










f

(

x

)

=

2

x3

-

3

x2

+

5

x

-

1



        
[image: image60.emf]


f '(x) = 3× 2x2 − 2 × 3x + 5










f

'(

x

)

=

3

´

2

x2

-

2

´

3

x

+

5


Définition : Soit f une fonction polynôme du troisième degré définie sur ℝ par 


[image: image61.emf]


f (x) = ax3 + bx2 + cx + d










f

(

x

)

=

ax3

+

bx2

+

cx

+

d

.

On appelle fonction dérivée de f, notée f ’, la fonction définie sur ℝ par 
[image: image62.emf]


f '(x) = 3ax2 + 2bx + c










f

'(

x

)

=

3

ax2

+

2

bx

+

c

.
Méthode : Déterminer la fonction dérivée d’une fonction polynôme du troisième degré
[image: image63.png]


 Vidéo https://youtu.be/1fOGueiO_zk 
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

a) 
[image: image64.emf]


f (x) = x3 − 3x2 + 2x − 5










f

(

x

)

=

x3

-

3

x2

+

2

x

-

5


b) 
[image: image65.emf]


g(x) = 5x3 + 2x2 + 2x − 7










g

(

x

)

=

5

x3

+

2

x2

+

2

x

-

7


  c) 
[image: image66.emf]


h(x) = −2x3 − 3x2 − 7x + 8










h

(

x

)

=-

2

x3

-

3

x2

-

7

x

+

8


d) 
[image: image67.emf]


k(x) = −x3 + x2 +1










k

(

x

)

=-

x3

+

x2

+

1



e) 
[image: image68.emf]


l(x) = −4x3 +1










l

(

x

)

=-

4

x3

+

1



  f) 
[image: image69.emf]


m(x) = −x3 + 7x










m

(

x

)

=-

x3

+

7

x


a) 
[image: image70.emf]


f (x) = x3 − 3x2 + 2x − 5










f

(

x

)

=

x3

-

3

x2

+

2

x

-

5

      donc     
[image: image71.emf]


f '(x) = 3× x2 − 2 × 3x + 2 = 3x2 − 6x + 2










f

'(

x

)

=

3

´

x2

-

2

´

3

x

+

2

=

3

x2

-

6

x

+

2


b) 
[image: image72.emf]


g(x) = 5x3 + 2x2 + 2x − 7










g

(

x

)

=

5

x3

+

2

x2

+

2

x

-

7


      donc 

[image: image73.emf]


g '(x) = 3× 5x2 + 2 × 2x + 2 = 15x2 + 4x + 2










g

'(

x

)

=

3

´

5

x2

+

2

´

2

x

+

2

=

15

x2

+

4

x

+

2




c) 
[image: image74.emf]


h(x) = −2x3 − 3x2 − 7x + 8










h

(

x

)

=-

2

x3

-

3

x2

-

7

x

+

8

      donc 

[image: image75.emf]


h '(x) = −2 × 3× x2 − 2 × 3x − 7 = −6x2 − 6x − 7










h

'(

x

)

=-

2

´

3

´

x2

-

2

´

3

x

-

7

=-

6

x2

-

6

x

-

7


d) 
[image: image76.emf]


k(x) = −x3 + x2 +1










k

(

x

)

=-

x3

+

x2

+

1

      donc      
[image: image77.emf]


k '(x) = −3× x2 + 2 × x = −3x2 + 2x










k

'(

x

)

=-

3

´

x2

+

2

´

x

=-

3

x2

+

2

x





e) 
[image: image78.emf]


l(x) = −4x3 +1










l

(

x

)

=-

4

x3

+

1

      donc 
    
[image: image79.emf]


l '(x) = −3× 4x2 = −12x2










l

'(

x

)

=-

3

´

4

x2

=-

12

x2


f) 
[image: image80.emf]


m(x) = −x3 + 7x










m

(

x

)

=-

x3

+

7

x

      donc 
      
[image: image81.emf]


m '(x) = −3× x2 + 7 = −3x2 + 7










m

'(

x

)

=-

3

´

x2

+

7

=-

3

x2

+

7


III. Opérations sur les fonctions dérivées
	
[image: image82.emf]


  uv( ) ' = u 'v + uv '










 

 

uv

( )

'

=

u

'

v

+

uv

'



	
[image: image83.emf]


  



1
u



⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟



'
= − u '



u2










 

 

1

u

æ

è

ç

ö

ø

÷

'

=-

u

'

u2



	
[image: image84.emf]


  



u
v



⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟



'
= u 'v − uv '



v2










 

 

u

v

æ

è

ç

ö

ø

÷

'

=

u

'

v

-

uv

'

v2





1) Produit et quotient de fonctions dérivées :

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Méthode : Calculer les dérivées de sommes, produits et quotients de fonctions

[image: image85.png]


 Vidéo https://youtu.be/1fOGueiO_zk 
[image: image86.png]


 Vidéo https://youtu.be/OMsZNNIIdrw 
[image: image87.png]


 Vidéo https://youtu.be/jOuC7aq3YkM 
[image: image88.png]


 Vidéo https://youtu.be/-MfEczGz_6Y 
Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

1) 
[image: image89.emf]


  f1(x) = 5x3










 

 

f

1

(

x

)

=

5

x

3





2) 
[image: image90.emf]


  
f3(x) =



1
2x2 + 5x










 

 

f

3

(

x

)

=

1

2

x

2+

5

x

 

3) 
[image: image91.emf]


  
f4 (x) = 3x2 + 4x( ) 5x −1( )










 

 

f

4

(

x

)

=

3

x

2+

4

x

( )

5

x

-

1

( )



4) 
[image: image92.emf]


  
f5(x) =



6x − 5
x3 − 2x2 −1










 

 

f

5

(

x

)

=

6

x

-

5

x

3-

2

x

2-

1

.

1) 
[image: image93.emf]


  f1(x) = 5u(x)










 

 

f

1

(

x

)

=

5

u

(

x

)

 avec 
[image: image94.emf]


  u(x) = x3










 

 

u

(

x

)

=

x3

 ( 
[image: image95.emf]


  u '(x) = 3x2










 

 

u

'(

x

)

=

3

x2


    Donc : 
[image: image96.emf]


  f1 '(x) = 5u '(x) = 5× 3x2 = 15x2










 

 

f

1

'(

x

)

=

5

u

'(

x

)

=

5

´

3

x

2=

15

x

2

.

2) 
[image: image97.emf]


  
f3(x) =



1
u(x)










 

 

f

3

(

x

)

=

1

u

(

x

)

 avec 
[image: image98.emf]


  u(x) = 2x2 + 5x










 

 

u

(

x

)

=

2

x2

+

5

x

 ( 
[image: image99.emf]


  u '(x) = 4x + 5










 

 

u'(x)=4x+5


    Donc : 
[image: image100.emf]


  



f3 '(x) = − u '(x)



u(x)( )2 = − 4x +5



2x2 +5x( )2










 

 

f

3

'(

x

)

=-

u

'(

x

)

u

(

x

)

( )

2

=-

4

x

+

5

2

x2

+

5

x

( )

2

.

3) 
[image: image101.emf]


  f4 (x) = u(x)v(x)










 

 

f

4

(

x

)

=

u

(

x

)

v

(

x

)

 
  avec 
[image: image102.emf]


  u(x) = 3x2 + 4x










 

 

u

(

x

)

=

3

x2

+

4

x

 ( 
[image: image103.emf]


  u '(x) = 6x + 4










 

 

u'(x)=6x+4







[image: image104.emf]


  v(x) = 5x −1










 

 

v(x)=5x-1

(
[image: image105.emf]


  v '(x) = 5










 

 

v'(x)=5


    Donc :

    
[image: image106.emf]


  



f4 '(x) = u '(x)v(x)+ u(x)v '(x) = 6x + 4( ) 5x −1( ) + 3x2 + 4x( )×5



= 30x2 − 6x + 20x − 4+15x2 + 20x
= 45x2 + 34x − 4










 

 

f

4

'(

x

)

=

u

'(

x

)

v

(

x

)

+

u

(

x

)

v

'(

x

)

=

6

x

+

4

( )

5

x

-

1

( )

+

3

x

2+

4

x

( )

´

5

=

30

x

2-

6

x

+

20

x

-

4

+

15

x

2+

20

x

=

45

x2

+

34

x

-

4


4) 
[image: image107.emf]


  
f5(x) =



u(x)
v(x)










 

 

f

5

(

x

)

=

u

(

x

)

v

(

x

)


avec  
[image: image108.emf]


  u(x) = 6x − 5










 

 

u(x)=6x-5

 ( 
[image: image109.emf]


  u '(x) = 6










 

 

u'(x)=6







[image: image110.emf]


  v(x) = x3 − 2x2 −1










 

 

v

(

x

)

=

x3

-

2

x2

-

1

(
[image: image111.emf]


  v '(x) = 3x2 − 4x










 

 

v

'(

x

)

=

3

x2

-

4

x


Donc : 


[image: image112.emf]


  



f5 '(x) = u '(x)v(x)− u(x)v '(x)



v(x)( )2










 

 

f

5

'(

x

)

=

u

'(

x

)

v

(

x

)

-

u

(

x

)

v

'(

x

)

v

(

x

)

( )

2



[image: image113.emf]


  



=
6 x3 − 2x2 −1( ) − 6x − 5( ) 3x2 − 4x( )



x3 − 2x2 −1( )2



=
6x3 −12x2 − 6 −18x3 + 24x2 +15x2 − 20x



x3 − 2x2 −1( )2



=
−12x3 + 27x2 − 20x − 6



x3 − 2x2 −1( )2










 

 

=

6

x

3-

2

x

2-

1

( )

-

6

x

-

5

( )

3

x

2-

4

x

( )

x3

-

2

x2

-

1

( )

2

=

6

x3

-

12

x2

-

6

-

18

x3

+

24

x2

+

15

x2

-

20

x

x3

-

2

x2

-

1

( )

2

=

-

12

x3

+

27

x2

-

20

x

-

6

x3

-

2

x2

-

1

( )

2



2) Dérivées de fonctions composées
	Fonction
	Dérivée

	
[image: image114.emf]
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Méthode : Calculer les dérivées de fonctions composées
[image: image120.png]


 Vidéo https://youtu.be/Py4f2YAwebA
Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

1) 
[image: image121.emf]


  f (x) = 3cos 2t +π( )
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2) 
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1) 
[image: image123.emf]
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f

(

x

)

=

3cos2

t

+p

( )




2) 
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    donc :




     donc :
    
[image: image125.emf]


  



f '(x) = −3× 2sin 2t +π( )
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IV. Application à l'étude des variations d'une fonction
Théorème : Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I.
- Si 
[image: image127.emf]


  f '(x) ≤ 0










 

 

f'(x)£0

, alors f est décroissante sur I.
- Si 
[image: image128.emf]


  f '(x) ≥ 0










 

 

f'(x)³0

, alors f est croissante sur I.
Méthode : Étudier les variations d’une fonction polynôme du second degré

[image: image129.png]


 Vidéo https://youtu.be/EXTobPZzORo 
Soit la fonction f définie sur 
[image: image130.emf]
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  f (x) = 2x2 −8x +1
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1) Calculer la fonction dérivée de f.

2) Déterminer le signe de f ’ en fonction de x.

3) Dresser le tableau de variations de f.

1) Pour tout x réel, on a : 
[image: image132.emf]


  f '(x) = 2× 2x −8 = 4x −8










 

 

f'(x)=2´2x-8=4x-8

.

2) On commence par résoudre l’équation 
[image: image133.emf]
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f'(x)=0


Soit : 
[image: image134.emf]


  4x −8 = 0
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Donc 
[image: image135.emf]
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  et 
[image: image136.emf]
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2

.

La fonction f ’ est une fonction affine représentée par une droite dont le coefficient directeur 4 est positif.

Elle est donc d’abord négative (avant 
[image: image137.emf]


x = 2










x=2

) puis ensuite positive (après 
[image: image138.emf]


x = 2










x=2

).

3) On dresse alors le tableau de variations en appliquant le théorème :

	x
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En effet : 
[image: image142.emf]


f 2( ) = 2 × 22 − 8 × 2 +1= −7
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La fonction f admet un minimum égal à -7 en 
[image: image143.emf]
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.

V. Extremum d'une fonction
Théorème : Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle ouvert I.

Si la dérivée f ' de f s'annule et change de signe en un réel c de I alors f admet un extremum en x = c.
Méthode : Rechercher un extremum

[image: image144.png]


 Vidéo https://youtu.be/zxyKLqnlMIk 
La fonction f définie sur 
[image: image145.emf]
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  f (x) = 5x2 − 3x + 4
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 admet-elle un extremum sur 
[image: image147.emf]
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Pour tout x réel, on a : 
[image: image148.emf]


  f '(x) = 10x − 3










 

 

f'(x)=10x-3


Et : 
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On dresse alors le tableau de variations :

	x
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En effet : 
[image: image156.emf]


  
f 3



10
⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟
= 71



20










 

 

f

3

10

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

71

20


La fonction f admet donc un minimum égal à 
[image: image157.emf]
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Hors du cadre de la classe, aucune reproduction, même partielle, autres que celles prévues à l'article L 122-5 du code de la propriété intellectuelle, ne peut être faite de ce site sans l'autorisation expresse de l'auteur.
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