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PRIMITIVES
I. Primitive d'une fonction

1) Définition
Exemple :
On considère les fonctions suivantes :


[image: image2.emf]


   



F :!→ !
x" x2 + 3x −1










[image: image69.png]


  et    

On constate que 
[image: image3.emf]


  F '(x) = 2x + 3 = f (x)










 

 

F'(x)=2x+3=f(x)

.

On dit dans ce cas que F est une primitive de f sur 
[image: image4.emf]


 !










 

»

.

Définition : f est une fonction définie sur un intervalle I.

On appelle primitive de f sur I, une fonction F telle que 
[image: image5.emf]


  F ' = f










 

 

F'=f


Remarque :

Dans ces conditions, on a l'équivalence :

"F a pour dérivée f " et "f  a pour primitive F ".

Méthode : Démontrer qu’une fonction est une primitive d’une autre
[image: image6.png]


 Vidéo https://youtu.be/TIo24OoLKio
Soit une fonction f définie sur [image: image7.emf]


 !










 

»

 par 
[image: image8.emf]


f x( ) = x +1










fx

( )=

x

+

1

. 

Vérifier que la fonction F définie par 
[image: image9.emf]


F x( ) = 1
2
x2 + x + 3










Fx

( )

=

1

2

x2

+

x

+

3

 est une primitive de f.
On dérive la fonction F :


[image: image10.emf]


F ' x( ) = 1
2
× 2x +1+ 0



= x +1
= f x( )










F

'

x

( )

=

1

2

´

2

x

+

1

+

0

=

x

+

1

=

fx

( )


Donc :  
[image: image11.emf]


F ' = f










F'=f


Et donc F est une primitive de f.

2) Propriété
Propriété : f est une fonction définie sur un intervalle I.

Si F est une primitive de f sur I alors pour tout réel C, la fonction 
[image: image12.emf]


   x! F(x) + C










 est une primitive de f sur I.

Démonstration :

F est une primitive de f.

On pose 
[image: image13.emf]


  G(x) = F(x) + C










 

 

G(x)=F(x)+C

.


[image: image14.emf]


  G '(x) = F '(x) + 0 = F '(x) = f (x)










 

 

G'(x)=F'(x)+0=F'(x)=f(x)

.

Donc G est une primitive de f.

Exemple : En reprenant la méthode précédente, la fonction définie par 
[image: image15.emf]


G x( ) = 1
2
x2 + x +10










Gx

( )

=

1

2

x2

+

x

+

10

 est également une primitive de f.

Méthode : Déterminer la primitive d’une fonction vérifiant une condition
[image: image16.png]


 Vidéo https://youtu.be/CVJNgZPczks
Soit une fonction f définie sur [image: image17.emf]


 !










 

»

 par [image: image18.emf]


  f (x) = 2x − 3










 

 

f(x)=2x-3

.

1) Vérifier que la fonction F définie par[image: image19.emf]


  F(x) = x2 − 3x










 

 

F

(

x

)

=

x2

-

3

x

 est une primitive de f.
2) Déterminer la fonction G primitive de f telle que [image: image20.emf]


  G(2) = 1










 

 

G(2)=1

.

1) 
[image: image21.emf]


F ' x( ) = 2x − 3= f x( )










F

'

x

( )=

2

x

-

3

=

fx

()

 donc F est une primitive de f.
2) G est une primitive de f donc G est de la forme 
[image: image22.emf]


  G(x) = x2 − 3x + C










 

 

G

(

x

)

=

x2

-

3

x

+

C

, [image: image23.emf]


  C ∈!










 

 

CÎ»

.

Comme [image: image24.emf]


  G(2) = 1










 

 

G(2)=1

, on a :


[image: image25.emf]


22 − 3× 2 +C = 1
−2 +C = 1
C = 1+ 2
C = 3










2

2-

3

´

2

+

C

=

1

-

2

+

C

=

1

C

=

1

+

2

C

=

3

 

D'où [image: image26.emf]


  G(x) = x2 − 3x + 3










 

 

G

(

x

)

=

x2

-

3

x

+

3

.
II. Calculs de primitive

1) Primitives des fonctions usuelles

	Fonction
	Primitive

	
[image: image27.emf]


  f (x) = a










 

 

f(x)=a

, 
[image: image28.emf]


  a ∈!










 

 

aÎ»


	
[image: image29.emf]


  F(x) = ax










 

 

F(x)=ax



	
[image: image30.emf]


  f (x) = xn










 

 

f

(

x

)

=

x

n


	
[image: image31.emf]


  
F(x) =



1
n +1



xn+1










 

 

F

(

x

)

=

1

n

+

1

x

n+

1



	
[image: image32.emf]


  f (t) = Acos ωt +ϕ( )










 

 

f

(

t

)

=

A

cos

w

t

+j

( )


	
[image: image33.emf]


  
F(t) = A



ω
sin ωt +ϕ( )










 

 

F

(

t

)

=

A

w

sin

w

t

+j

( )



	
[image: image34.emf]


  f (t) = Asin ωt +ϕ( )










 

 

f

(

t

)

=

A

sin

w

t

+j

( )


	
[image: image35.emf]


  
F(t) = − A



ω
cos ωt +ϕ( )










 

 

F

(

t

)

=-

A

w

cos

w

t

+j

( )





2) Linéarité des primitives
Propriété : 
Si F est une primitive de f et G est une primitive de g, alors :

- 
[image: image36.emf]


 F + G










 

F+G

 est une primitive de
[image: image37.emf]


 f + g










 

f+g

,

- 
[image: image38.emf]


 kF










 

kF

 est une primitive de 
[image: image39.emf]


 kf










 

kf

avec k réel.

Méthode : Recherche de primitives
[image: image40.png]


 Vidéo https://youtu.be/Stum4aydtRE
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de la fonction f.

a) 
[image: image41.emf]


  f (x) = x4










 

 

f

(

x

)

=

x4





b) 
[image: image42.emf]


  f (x) = 4x3










 

 

f

(

x

)

=

4

x3



      c) 
[image: image43.emf]


  f (x) = x4 + 2x2 +1










 

 

f

(

x

)

=

x4

+

2

x2

+

1


d) 
[image: image44.emf]


  f (x) = 5x3 − 2x2 + 2x − 6










 

 

f

(

x

)

=

5

x3

-

2

x2

+

2

x

-

6

 

e) 
[image: image45.emf]


  f (t) = 5cos 2t −π( )










 

 

f

(

t

)

=

5cos2

t

-p

( )

     f) 
[image: image46.emf]


  
f (t) = −3sin 5t + π



2
⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟










 

 

f

(

t

)

=-

3sin 5

t

+

p

2

æ

è

ç

ö

ø

÷




a) 
[image: image47.emf]


  f (x) = x4










 

 

f

(

x

)

=

x4

 donc 
[image: image48.emf]


  
F(x) = 1



4+1
x4+1 = 1



5
x5










 

 

F

(

x

)

=

1

4

+

1

x4

+

1

=

1

5

x5


 

b) 
[image: image49.emf]


  f (x) = 4x3










 

 

f

(

x

)

=

4

x3

 donc 
[image: image50.emf]


  
F(x) = 4 1



3+1
x3+1 = 4 1



4
x4 = x4










 

 

F

(

x

)

=

4

1

3

+

1

x3

+

1

=

4

1

4

x4

=

x4





c) 
[image: image51.emf]


  f (x) = x4 + 2x2 +1










 

 

f

(

x

)

=

x4

+

2

x2

+

1

 donc 
[image: image52.emf]


  
F(x) = 1



4+1
x4+1 + 2 1



2+1
x2+1 +1x = 1



5
x5 + 2



3
x3 + x










 

 

F

(

x

)

=

1

4

+

1

x4

+

1

+

2

1

2

+

1

x2

+

1

+

1

x

=

1

5

x5

+

2

3

x3

+

x



d) 
[image: image53.emf]


  f (x) = 5x3 − 2x2 + 2x − 6










 

 

f

(

x

)

=

5

x3

-

2

x2

+

2

x

-

6

 donc 
[image: image54.emf]


F x( ) = 5 1
4
x4 − 2 1



3
x3 + 2 1



2
x2 − 6x = 5



4
x4 − 2



3
x3 + x2 − 6x










Fx

( )

=

5

1

4

x4

-

2

1

3

x3

+

2

1

2

x2

-

6

x

=

5

4

x4

-

2

3

x3

+

x2

-

6

x

 
e) 
[image: image55.emf]


  f (t) = 5cos 2t −π( )










 

 

f

(

t

)

=

5cos2

t

-p

( )

 donc 
[image: image56.emf]


F t( ) = 5
2
sin 2t −π( )










Ft

()

=

5

2

sin2

t

-p

( )

  car cos → sin
f) 
[image: image57.emf]


  
f (t) = −3sin 5t + π



2
⎛
⎝⎜



⎞
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f

(

t

)

=-

3sin 5

t

+

p

2

æ

è

ç

ö

ø

÷

 donc 
[image: image58.emf]


F t( ) = − −3
5
cos 5t + π



2
⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟










Ft

()

=-

-

3

5

cos 5

t

+

p

2

æ

è

ç

ö

ø

÷

  car sin → -cos
                                et donc 
[image: image59.emf]


F t( ) = 3
5
cos 5t + π



2
⎛
⎝⎜



⎞
⎠⎟










Ft

()

=

3

5

cos 5

t

+

p

2

æ

è

ç

ö

ø

÷

.
III. Méthode d’Euler
Méthode : Calcul approché d’une primitive par la méthode d’Euler
[image: image60.png]


 Vidéo https://youtu.be/5Jj6b4AV_Ao
Soit f la fonction définie sur [1 ; 5] par
[image: image61.emf]


f x( ) = 1
x










fx

( )

=

1

x

.

A l’aide de la méthode d’Euler et en prenant un pas de 0,5, déterminer une approximation de la primitive F de la fonction f sur [1 ; 5] tel que : F(1) = 0.
On utilise l’approximation suivante, nous donnant de proche en proche des valeurs de F :

Méthode d’Euler : 
[image: image62.emf]


F xi+1( ) ≈ F xi( ) + hf xi( )










Fx

i+

1

( )

»

Fx

i

( )

+

hfx

i

( )


Le pas est de 0,5 donc h = 0,5.
Les valeurs successives xi sont donc : 1 ; 1,5 ; 2 ; 2,5 ; 3 ; 3,5 ; 4 ; 4,5 ; 5.
- On sait que : F(1) = 0.

- La méthode d’Euler, nous permet d’écrire : 
[image: image63.emf]


F 1,5( ) ≈ F 1( ) + hf 1( )










F

1,5

( )»

F

1

()+

hf

1

()

 

  Soit : 
[image: image64.emf]


F 1,5( ) ≈ 0 + 0,5 × 1
1
= 0,5










F

1,5

( )

»

0

+

0,5

´

1

1

=

0,5


- On poursuit : 
[image: image65.emf]


F 2( ) ≈ F 1,5( ) + hf 1,5( )










F

2

( )»

F

1,5

( )+

hf

1,5

( )


  Soit : 
[image: image66.emf]


F 2( ) ≈ 0,5 + 0,5 × 1
1,5



≈ 0,833










F

2

( )

»

0,5

+

0,5

´

1

1,5

»

0,833

.
- Et on poursuit ainsi de proche en proche en complétant le tableau suivant :
[image: image67.png]S (xi)
1 0
15 05
2 0,83
25 | 1,08
3 1,28
35 | 145
4 1,59
45 | 1,72
5 1,83





Représentons alors point par point une approximation de F sur [1 ; 5] :
[image: image68.png]2.5
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[image: image1.emf]


   



f :!→ !
x" 2x + 3











Hors du cadre de la classe, aucune reproduction, même partielle, autres que celles prévues à l'article L 122-5 du code de la propriété intellectuelle, ne peut être faite de ce site sans l'autorisation expresse de l'auteur.


� HYPERLINK "http://www.maths-et-tiques.fr/index.php/mentions-legales" �www.maths-et-tiques.fr/index.php/mentions-legales�











Yvan Monka – Académie de Strasbourg – www.maths-et-tiques.fr

_1495398112.unknown

_1495398130.unknown

_1495398139.unknown

_1495398143.unknown

_1495398151.unknown

_1495434739.unknown

_1495434746.unknown

_1495434753.unknown

_1495398153.unknown

_1495398155.unknown

_1495398152.unknown

_1495398149.unknown

_1495398150.unknown

_1495398146.unknown

_1495398141.unknown

_1495398142.unknown

_1495398140.unknown

_1495398134.unknown

_1495398137.unknown

_1495398138.unknown

_1495398135.unknown

_1495398132.unknown

_1495398133.unknown

_1495398131.unknown

_1495398121.unknown

_1495398125.unknown

_1495398128.unknown

_1495398129.unknown

_1495398127.unknown

_1495398123.unknown

_1495398124.unknown

_1495398122.unknown

_1495398116.unknown

_1495398119.unknown

_1495398120.unknown

_1495398118.unknown

_1495398114.unknown

_1495398115.unknown

_1495398113.unknown

_1495398103.unknown

_1495398108.unknown

_1495398110.unknown

_1495398111.unknown

_1495398109.unknown

_1495398105.unknown

_1495398106.unknown

_1495398104.unknown

_1495398099.unknown

_1495398101.unknown

_1495398102.unknown

_1495398100.unknown

_1495398096.unknown

_1495398097.unknown

_1495398095.unknown

