NOMBRES COMPLEXES
(Partie 1)

Les nombres complexes prennent naissance au XVIeéme siécle
lorsqu’un italien Gerolamo Cardano (1501 ; 1576), ci-contre, au

nom francis¢ de Jerome Cardan, introduit \/——15 pour résoudre des
équations du troisiéme degré.

En 1572, un autre italien, Rafaele Bombelli (1526 ; 1573)

" publie "Algebra, parte maggiore dell aritmetica, divisa in tre

libri" dans lequel il présente des nombres de la forme a + b\/—_l et
poursuit les travaux de Cardan sur la recherche de solutions non
réelles pour des équations du troisiéme degré.

A cette époque, on sait manipuler les racines carrées d’entiers
négatifs mais on ne les considére pas comme des nombres.
Lorsqu’une solution d’équation posseéde une telle racine, elle est dite imaginaire.

La notation i apparait en 1777 si¢cle avec Leonhard Euler (1707 ; 1783) qui développe la
théorie des nombres complexes sans encore les considérer comme de « vrais » nombres. Il les
qualifie de nombres impossibles ou de nombres imaginaires.

Au XIXe siecle, Gauss puis Hamilton posent les structures de 1’ensemble des nombres
complexes. Les nombres sans partie imaginaire sont un cas particulier de ces nouveaux
nombres. On les qualifie de « réel » car proche de la vie. Les complexes sont encore
considérés comme une création de 1’esprit.

. L'ensemble C

1) Définition

Définition : Il existe un ensemble de nombres, noté C, appelé ensemble des
nombres complexes qui posséde les propriétés suivantes :

- C contient R .

- Dans C, on définit une addition et une multiplication qui suivent les mémes regles
de calcul que dans R..

- Il existe dans C un nombre i tel que i* =-1.

- Tout élément z de C s'écrit de maniére unique sous la forme z=a+ib avec a et b
réels.

Exemples :

. o
3+4i; 2—-1i; 3 sont des nombres complexes.

Vocabulaire :
- L'écriture a+ib d'un nombre complexe z est appelée la forme algébrique de z.
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- Le nombre a s'appelle la partie réelle et la nombre b s'appelle la partie

imaginaire.
On note Re(z)=a et Im(z)=5.

Remarques :
- Si b=0 alors z est un nombre réel.

- Si a =0 alors z est un nombre imaginaire pur.

Méthode : Effectuer des calculs sur les nombres complexes

3 Vidéo nhttps:/iyoutu.bel-aaSfL2fhTY
D Vidéo https:/lyoutu.be/1KQIUgzVGgQ

Calculer et exprimer le résultat sous la forme algébrique.

z =3-5—(3i—4 2 =(3-2i)(=1+5i z =(2-3i)

| (3i-4) ,=(3-21)(-1+5i) . =(2-3i)
1 1+

2= ST 4 %= 21

2 =3-5i—(3i-4) z, =(3-2i)(-1+5i) - =(2-3)

=3-5/-3i+4 =-3+15i+2i—10/ =4-12i+ 9/

=7-8i =-3+15i+2i+10 =4-12i-9

=T7+17i = —5-12;

. 1 Zﬁ:;-l__i'

S 4-2i N
z,=(2i)" _ 4+ _(1+i)(2+1)
_ 13,13 (4—2i)(4+2i) (2—i)(2+i)
=8192(7*)' xi _ A2 _(1+)(2+1)

16 —4i 4+1
=8192x(-1)" xi 442 —l(2+i+2i—1)
=8192i 16+4 5

L L3,

510 55
Propriétés :

a) Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la méme partie
réelle et la méme partie imaginaire.

b) Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa partie
imaginaire sont nulles.

Démonstration :
Conséquence immeédiate de l'unicité de la forme algébrique.
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Exemple d'application :

Déterminons le nombre complexe z vérifiant 2z -5=4i+z.
On adonc:

2z—z=5+4i

z=5+4i

2) Représentation dans le plan complexe

Dans tout le chapitre, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (O;Zt ; ;)

Définitions : a et b sont deux nombres réels.
- A tout nombre complexe z = a +ib, on associe le point M de coordonnées (a;b) et

le vecteur w de coordonnées (a;b).
- A tout point M(a;b) et a tout vecteur ;v (a;b), on associe le nombre complexe

z=a+ ib appelé affixe du point M et affixe du vecteur w.
On note M(z) et w (z).

Exemple :
3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/D yFqcCy3iE

Le point M(3 ; 2) a pour affixe le nombre complexe z=3+2i.
De méme, le vecteur w a pour affixe z=3+2i.

Axe des imaginaires
3]
VI(3 + 2
ol (3 + 21)
I
1 I
T .
w(3 -+ 22) 1 )
0 . I Axe des réels_
o w1 2 3 4 5 6

Propriétés : M(z,, ) et N(z, ) sont deux points du plan.

;I(Z) et \:(z') sont deux vecteurs du plan.
a) Le vecteur MN a pour affixe z, -z, .

b) Le vecteur u+v a pour affixe z+z'.

c) Le vecteur k;l, k réel, a pour affixe kz.

+
d) Le milieu 7 du segment [MN] a pour affixe z, = ; “n
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Démonstration :

a)Onpose: M(x,;y,) et N(x;»,)-

Le vecteur MN a pour coordonnées (xN =X, Vy— yM) donc son affixe est égal a

(xN —xM)+i(yN —yM)sz +iy, —(xM +in)=zN —Z,.
b) et c) : Démonstrations analogues en passant par les coordonnées des vecteurs.

Autres exemples :

4]
F(-2+3i) 3 |E(30)
X %
2| >(A(1+2i)
1]
R,
i ; ; 0 - : xB(B) :
-3 -2 -1 0 i 1 2 3 4
-1
X X
D(-3-i) C(-i)
-2

[I. Conjugué d'un nombre complexe

Définition : Soit un nombre complexe z=a+ib.

On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre, noté z, égala a—ib.

Exemples :

- z=4+5i et z=4-5i
- On peut également noter :

7-3i=7+3i ;i=—i;5=5

Remarque :

Les points d'affixes z et 2 sont symeétriques
par rapport a l'axe des réels.

Axe des imaginaires

M(a + ib)

Axe des réels

- ———o— ===

3 4 5

6

M'(a — ib)
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Propriétés : Soit z et z ' deux nombres complexes et n entier naturel non nul.

a)z=z b) z+z'=z+2' C) zxz'=zxZz'
- (1) 1 -
d)z'=z" e) [—jzj, z#0 f) (ivj:i’ z'#0
z z z =
Démonstrations :

Onpose z=a+ib et z'=a'+ib' aveca, b, a' et b' réels.

a)z=a+ib=a—ib=a+ib=z

b) z+z'=a+ib+a'+ib'
=a+a'+i(b+b"

=a+a'—ib—ib'
=a+ib+a'+ib'
=z+Z'

c) e) f) Démonstrations analogues

d) On procéde par récurrence.
e L'initialisation pour n = 1 est triviale.
o Hérédité :

- Hypothése de récurrence :

N
bl

Il

N|

Supposons qu'il existe un entier k >1 tel que la propriété soit vraie :

- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k+1: z*"' =z **",

M= xz=xz=ZF xz=2""
e Conclusion :
La propriété est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe

de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit : z"=z".

Propriétés :

a)zestréel z=72 b) z est imaginaire pur < z=-z
Démonstrations :

z=7z z=-Z

Sa+ib=a—ib Sa+ib=—a+ib

& 2ib=0 & 2a=0

& b=0 Sa=0

Propriété : Soit z=a+ib un nombre complexe alors zz = a’> +b".

Démonstration :
zZ = (a + ib)(a - ib) =a’ - (ib)2 =a’ -’V =a’ +b
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Méthode : Déterminer un conjugué
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/WhKHo9YwafE

Déterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous la forme
algébrique.

2 =(2-i)(i-5) , =3t

2 .
l

|

N

(38

Il
A/
w
~, +
N
N

i)

9

N

=(2+i)(~i-5) =322
—i
:_zi_19+1—5i C(3-2i)xi
=-9-7i _?
=2+3i

lll. Equations du second degré dans C

Définition : Soit a, b et ¢ des réels avec a #0.
On appelle discriminant du trinéme az’ + bz + ¢, le nombre réel, noté A, égal a
b* —4ac .

Propriété :
- SiA>0:L'équation az’ + bz+c =0 a deux solutions réelles distinctes :
—b+~A —b-IA
Z1 = et Z2 =
a 2a

. . . b

- Si A =0:L'équation az’ +bz+c=0 aune unique solution réelle : z, = 5.
a

- Si A <0:L'équation az’ + bz+c =0 a deux solutions complexes conjuguées :

—b+iN-A o _—b—i-A
- 2a - a .

’ 2

4

Démonstration :
On met le trinbme sous sa forme canonique :
2
b b* —4ac . .
az’ +bz+c= a[z + oyl B (Voir cours de la classe de premiére)
a a

En posant A=5b"—4ac :
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az* +bz+c=0

<:>a(z+£] _A (a#0)

2a 4a
2

b A

Slz+— | =——

2a 4q*
-SiA>0: Z+i: A ou z+i:— A
2a 4q* 2a 4q°
. NI NI
soit : z=——— OU z=————
2a  2a 2a  2a

—b+\/Z —b—\/X
2a

L'équation a deux solutions réelles : z, =

2
- Si A =0: L'équation peut s'écrire :(z+2iJ =0
a
L'équation n'a qu'une seule solution reelle : z, = 5
a
- Si A < 0: L'équation peut s'écrire :
2
Z+£— :f:é(mrﬁ:—l
2a 4q’
b |- b . |-A —A
donc: z+—=i|— OouU z+—=—[,[— car — >0
2a 4q* 2a 4q* 4q’
iN-A b iN-A b
et donc : z= -— ou z=- -—
2a 2a 2a 2a

s : . —b+iN-A —-b—iN-A
L'équation a deux solutions complexes : z, = . etz =—.
a

2 2a

Méthode : Résoudre une équation dans C
B vidéo https://youtu.be/KCnorHy5FE4

Résoudre dans C les équations suivantes: a) z°+5=0 b) 2> +3z+4=0
a) z2+5=0

o7 =-5

o8 =5

S z=IW5S ou z=—i\/g

Les solutions sont donc —iv/5 et i\/g.
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b) z> +3z+4=0
On calcule de discriminant A du trindme : A=3*—-4x1x4=-7

A <0 donc I'équation admet deux solutions complexes conjugués :

3+ 3 T 3o 3 A7
z=————=——+—i et z,=——=—-"——i
2 2" 2 2 2 2
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