NOMBRES COMPLEXES

Les nombres complexes prennent naissance au XVIéme siécle
lorsqu’un italien Gerolamo Cardano (1501 ; 1576), ci-contre, au nom

francisé de Jérome Cardan, introduit v—15 pour résoudre des

- équations du troisieme degré.

' En 1572, un autre italien, Rafaele Bombelli (1526 ; 1573)

“ publie "Algebra, parte maggiore dell aritmetica, divisa in tre
libri" dans lequel il présente des nombres de la forme a + bv/—1 et
poursuit les travaux de Cardan sur la recherche de solutions non
réelles pour des équations du troisiéme degré.

- A cette époque, on sait manipuler les racines carrées d’entiers

: = négatifs mais on ne les considére pas comme des nombres.
Lorsqu une solution d’équation posseéde une telle racine, elle est dite imaginaire.

La notation i apparait en 1777 si¢cle avec Leonhard Euler (1707 ; 1783) qui développe la
théorie des nombres complexes sans encore les considérer comme de « vrais » nombres. Il les
qualifie de nombres impossibles ou de nombres imaginaires.

Au XIXe siecle, Gauss puis Hamilton posent les structures de 1’ensemble des nombres
complexes. Les nombres sans partie imaginaire sont un cas particulier de ces nouveaux
nombres. On les qualifie de « réel » car proche de la vie. Les complexes sont encore
considérés comme une création de 1’esprit.

l. L'ensemble C

1) Définition

Définition : Il existe un ensemble de nombres, noté C, appelé ensemble des
nombres complexes qui posseéde les propriétés suivantes :

- C contient R.

- Dans C, on définit une addition et une multiplication qui suivent les mémes régles
de calcul que dans R.

- Il existe dans C un nombre i tel que i? = —1.

- Tout élément z de C s'écrit de maniére unique sous la forme z = a + ib avec a et b
réels.

Exemples :
i
34+4i;-2—-1i; 3 sont des nombres complexes. Et les nombres réels 0, —2 ou v/3

sont également des nombres complexes !

Vocabulaire :

- L'écriture a + ib d'un nombre complexe z est appelée la forme algébrique de z.

- Le nombre a s'appelle la partie réelle et la nombre b s'appelle la partie
imaginaire. On note : Re(z) = a etim(z) =b

Remarques :
- Si b = 0 alors z est un nombre réel.

- Si a = 0 alors z est un nombre imaginaire pur.
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Méthode : Effectuer des calculs sur les nombres complexes

3 Vidéo https:/lyoutu.be/-aaSFL2FhTY
I! Vidéo https:/lyoutu.be/1KQIUgzVGgQ

Simplifier les écritures en exprimant le résultat sous la forme algébrique.

2, =3-5i—Bi—4) 2z, =(3-2)(=1+5i) 23 = (2 — 30)?
_ 1 14
2= Q20" T2 T2
2, =3-5i—Bi—4) 2, =(3-2)(=1+5i) 23 = (2 — 30)?
=3-5/—3i+4 = —3 4+ 15i + 2i — 10i? =4 —12i + 9i?
=7-8i = —3+15i +2i + 10 =4-12i—9
=7+17i =-—5-12i
1 14
2= 20" T2 T2
_ isgis 442 A+ DQ+D
- ot T G-20+20) -2+
_ _ 4+ 2i 2+i+2i—1
=8192X(l2)6><l =m =TLZ
_ 4+ 2i 1+ 3i
=8192 x (-1)® x i =Tt =711
_ 4+ 2i 1+ 3i
= 8192i =—5 =—
_1+1_ _1+3,
~57 10" ~575!
Propriétés :

a) Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la méme partie
réelle et la méme partie imaginaire.

b) Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa partie
imaginaire sont nulles.

Démonstration :
Conséquence immeédiate de l'unicité de la forme algébrique.

[I. Conjugqué d'un nombre complexe

Définition : Soit un nombre complexe z = a + ib.
On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre, noté z, égal a a — ib.

Exemples :
-z=4+4+5ietz=4-5i

- On peut également noter :
7-31=7+3i;1=-i; 5=5
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Propriétés : Soit z et z' deux nombres complexes et n entier naturel non nul.

a)z=1z b)z+zZ =z+7 c)zxz =zx7
- 1 1 z Z )
d)zr=z" e)l-)=—-avecz#0 f)|—)== avecz #0
Z Z Z Z
Démonstrations :

Onposez=a+ibetz =a' +ib aveca, b, a’ et b’ réels.
a)z=a+b=a—1b=a+ib=z

b)z+z =a+1b+a + b
=a+a +ub+b")
=a+a —i(b+b")
=a—ib+a —ib’

a+iw+a +1b

=z+7

c)zxz' = (a+1b)x(a +1b") zxz' =(a+1b)x(a +1b')
= aa’' + wab’ + tha’ + 12bb’ = (a—ib) X (a' —ib")
=aa’' — bb' +1(ab’ + ba') = aa' —iab’' —iba’' + i*bb’
=aa' —bb' —i(ab' + ba') =aa' —bb' —i(ab’ + ba')

Donc:zxz =zxz7

d) On procéde par récurrence.
e L'initialisation pour n = 1 est triviale.
o Hérédité :
- Hypothése de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k > 1 tel que la propriété soit vraie : zk = z k.
- Démontrons que : La propriété est vraie aurang k + 1 : Zk+1 = Zk+1,
zk+t1l = zk x z
= zk x z, d’aprés la propriété c.

= z¥ x z, par hypothése de récurrence.
— > k+1
=Z

e Conclusion :
La propriété est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit : z* = z™.

) (1) ( 1 ) ( a—1ib ) ( a—-1ib ) a b
e - = = = e —

z a+ib (a+ib)(a—1b) a%+b? a?+b?  a2+b?"
a - b
a’+b°  a?+b

1 a+ib a+ib a b

= = = + i
a—-ib  (a—-ib)(a+ib) a?+b%? a?+b%2 a?+b?

7l

N |
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Propriétés :

a)zestréel ®z=172 b) z est imaginaire pur & z = -7
Démonstrations :

Z =7 Z =—Z

S a+ib=a—ib Sa+ib=—-a+ib

S 2ib=0 S 2a=0

=b=0 =a=0

| Propriété : Soit z = a + ib un nombre complexe alors zz = a? + b?.

Démonstration :
zZ = (a+ib)(a —ib) = a? — i’b? = a? + b?

Méthode : Déterminer un conjugué
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/WhKHo9YwafE

Déterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous la forme
algébrique.

3+ 2i
zy=2-1)(-5) Z; = ;
e 34+ 2t
Z=0C-0G-5) z2=( : )
3+ 21
=2-1)x (1—-5) =—
- 3—-2i
=2+i)(-i—-5) ==
3 —2i0)i
=—2{—10 — {2 — 5i _¢ ,2)
—l
3 —2i)i
=—-2i—10+1—5i =( T )
=—9—_7; =2+3i
Méthode : Résoudre une équation dans C
3 Vidéo nttps:liyoutu.be/qu7zGL5y4vl
Résoudre dans C les équations suivantes :a)3z -6 =4i + z b)3z—-2=2z+1

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




a)3z—6=4i+z b) On pose : z = a + ib. L’équation s’écrit alors :
3z—z=6+4i 3(a+ib)—2=a—-ib+1
2z=6+4i 3a+3ib—2—a+ib—1=0
z=3+42i 2a—3+4ib=0

Donc:2a—3=0et4b=0

Soit:a=%etb=0

N W

Dou:z=

[1l. Formule du binbme de Newton

Théoréme : Formule du binbme

Pour tous nombres complexes a et b et pour tout entier natureln > 1, on a:

by = (o (ot (s o (" o+ ()

Remarque : Les coefficients (8) (711) (721) (

triangle de Pascal.

n

n— 1), (z) s’obtiennent a I'aide du

Démonstration :
On procéde par récurrence.

e |Initialisation : Pourn=0:(a+b)° =1 et (

8) a’h® =1
o Hérédité :
- Hypothése de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie :

(a + b)k = (k) ak + (k) a*1h + (k) ak2p? + .-+ ( ke )abk‘1 + (k) b*

0 1 2 k—1 k
- Démontrons que : La propriété est vraie aurang k + 1 :
(a + b)F*?
(k1N ki1, (KHT & k+1\ k1,2, ., (k+1 ko (K+ 1Y ket
—( 0 )a +( 1 )a b+( ) )a b- + +( K )ab +(k+1)b

(a + b)**1 = (a + b)(a + b)*
= @ (() e+ (atpr (ot v (5 a4 (1))

1 2 k—1 k
= (I(;) ak+1 + (II) akb + (12() ak1p? + ... + (k E 1) a’b*1 + (i) ab*
+ (’8) a*b + (';) a*='h* + (';) a*=?p% + - + (k f 1) ab® + (D i+t

- (et [+ (o [ (e o

+ [(i) + (k k 1)] ab® + (Z) picH
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or, ('(‘;) = 1 et (i) =1

(at e+t =@+ [(5) o ()] a4 (1) + ()] a2 4 -

1 0 1
SRR ERT
Et, d’apres la formule de Pascal, on a :

(a+ D)<t = ak*t + (k - 1) akb + (k ; 1) ak=1h? 4+ - + (k - 1) ab® + bk

1 k
(a + b)k+1 = (k-(l)_1)ak+1+(k-{1)akb+(k-2|_1)ak_1b2+'--+(k;|c_1)abk
e

Car(k_gl)=1et(llzii)=1

e Conclusion :

La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n.

Méthode : Appliquer la formule du binbme

I! Vidéo https:/lyoutu.be/UsYH9PvppPo

Développer I'expression (z + 5)°.

(z+5)°
= (8)26 + (?)25 X5+ (2)24 X 5% + (2)23 x 53 + (Z)zz X 5% + (g)z X 5% 4+ (2)56
On construit un triangle de Pascal :
] 0| 1|23 |4 |58
0| 1
10 1] 1
2| 1] 2|1
3| 13|31
4| 1| 4|6 |41
5/ 1[5 |10 [10| 5 | 1
6 1|6 1520 |15 | 6 | 1

On lit les coefficients sur la derniére ligne du tableau.
(z+5)°=12°+62° x5+ 15z* x 52 + 2023 x 53 + 1522 x 5* + 62 X 5° + 1 x 5°

Soit: (z+5)® = z° + 30z° + 375z* + 250023 + 937522 + 18750z + 15625
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V. Représentation dans le plan complexe

1) Définitions

Définitions : a et b sont deux nombres réels.

- A tout nombre complexe z = a + ib, on associe son image, le point M de
coordonnées (a ; b) et tout vecteur w de coordonnées (a ; b).

- A tout point M(a ; b) et & tout vecteur w(a ; b), on associe le nombre complexe
z = a + ib appelé affixe du point M et affixe du vecteur w.

On note M(z) et w(z).

Exemple :
B Vidéo https:/iyoutu.be/D yFqcCy3iE

Le point M(3;2) a pour affixe le nombre complexe z = 3 + 2i.
De méme, le vecteur w a pour affixe z = 3 + 2i.

Axe des imaginaires
3]
ol M(3 + 2i)
|
1 |
o | |
1 w(3 + 22) 1 )
0 . I Axe des réels
o «1 2 3 4 s 6

2) Propriétés

Propriétés : M(z,,) et N(zy) sont deux points du plan.
Uu(z) et ¥(z") sont deux vecteurs du plan.

a) Le vecteur MN a pour affixe zy — z,,.
b) Le vecteur u + v a pour affixe z + z'.

c) Le vecteur ki, k réel, a pour affixe kz.
Zpmtzy

d) Le milieu I du segment [MN] a pour affixe z; =

Démonstrations :

a) On pose : M(xy ; yu) €t N(xy ; yn).

Le vecteur MN a pour coordonnées (xy — xy ; Yv — ¥Yu) donc son affixe est égal a :
(xy —xm) + iy —ym) = xy +iyy — (o +iyy) = 2y — zy.

b) c) et d) : Démonstrations analogues en passant par les coordonnées des vecteurs.
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Autres exemples :

4
F(-2+3i) 3 |E(31)
X *
2] xA(l+2i)
1]
T
0 g ' x3(3)
-3 -2 -1 0 i 1 2 3 4
X ) 'la<
D(-3-i) C(-i)
-2 |

Méthode : Utiliser I'affixe d’'un point en géométrie

3 vidéo https:/iyoutu.be/moyMekw1ZzzU

On considére les points A(—2 + 3i), B(2 + 4i), C(5 + 3i), D(1 + 2i) et E(—7).

1) Démontrer que le quadrilatére ABCD est un parallélogramme. Calculer I'affixe de

son centre.
2) Les points D, C et E sont-ils alignés ?

1) - On va démontrer que les vecteurs 4B et DC sont égaux.
Affixe de AB i zz5 =z — 24 = 2+ 4i — (=2 + 3i) = 4 + i
Affixe de DC : z5z = zc —2p = 5+ 3i — (1 + 20) = 4 +
Donc AB = DC et donc ABCD est un parallélogramme.

- Le centre du parallélogramme est le milieu I du segment [AC]. Son affixe est :

Zy+zc —2+3i+5+3i 3+6i 3 )
z = = = =5+3i
I 2 2 2 2

2) On ca démontrer que les vecteurs DC et DE sont colinéaires.

Affixe de DC : z5z = 4 + i

Affixe de DE : zzz = z; — zp = —7 — (1 + 2i) = —8 — 2i.

Donc : zpz = —2 z5z et donc DE = -2 DC.

Les vecteurs DC et DE sont colinéaires et donc les points D, C et E sont alignés.
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'Axe des imaginaires
3]
3) Image d’'un conjugué
51 M(a + ib)
Remarque : oot T T
Les images M et M’ de z et z sont symétriques 1 i
par rapport a l'axe des réels. 7 A :
0 - 12 Axe des réels
o w1 2 I3 5 6
|
_1_ 1
I
5 |
- 4
o M'(a — ib)
V. Module et argument d’'un nombre complexe
1) Module
Définition : Soit un nombre complexe z = a + ib.
On appelle module de z, le nombre réel positif, noté |z|, égal a va? + b2.
M est un point d'affixe z. TAxe des imaginaires
Alors le module de z est égal 3
a la distance OM. ]
b M(a + ib)
2
Poorrcrrescaclescscecscscdoscecacens '
1
" 4 z| = va*+ b?
0 N ia Axe des réels
o @1 2 3 4 5 6
Propriétés : Soit z et z' deux nombres complexes.
a) |z|? = zz b) |z| = |z| c) |—z| = |z|

Démonstrations :

a)zz = (a+ib)(a —ib) = a® — (ib)? = a? — i?b? = a? + b% =

|z|?

b) |z] =y a? + (=b)? =Va? + b? = |z]
c) |—z| = /(=a)?2 + (=b)? = VaZ + b? = |z]

Méthode : Calculer le module d’'un nombre complexe

B Vidéo https:/lyoutu.be/Hu0jjS502u4

Calculer : a) |3 —2i] b)|=3i] «c) |\/§— l|
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a) |3 —2i| =32+ (-2)2 =13
o VZ—i| = V2 +i| = (V2' +12 =3

2) Argument

b) |-3i| = |-3]lil =3x 1 =3

10

Définition : Soit un point M d'affixe z non nulle.

On appelle argument de z, noté arg(z) une mesure, en radians, de I'angle (% ; OM).

"Axe des imaginaires

3]

2 ."‘I(C
1 | 2|
7

0 arg(z)

0 w1 2 '3

Remarques :

4

Axe des réels

5 6

- Un nombre complexe non nul possede une infinité d'arguments de la forme

arg(z) + 2km, k € Z.
On notera arg(z) modulo 27 ou arg(z) [2m]

- 0 n'a pas d'argument car dans ce cas l'angle (ﬁ;W) n'est pas défini.

Exemple :
4]
Soit z = 3 + 3i. R
Alors |z| = [3+3i| =32 +32=v18=3v2 3| ! M3 + 30)
n M
arg(z) = —[2m]
4 2
113+ 34
1]
=
0 a:gl(3+3i)' '
0 u1l 2 3 4

Propriétés : Soit z un nombre complexe non nul.
a) z est un nombre réel < arg(z) = 0[n].

b) z est un imaginaire pur < arg(z) = g[n].

)
c)arg(z) = —arg(z)
d)arg(—z) =arg(z) +n
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Démonstrations :

a) Le point M d'affixe z appartient a
I'axe des réels.

b) Le point M d'affixe z appartient a
I'axe des imaginaires.

c) d) Ses résultats se déduisent par
symeétrie.

<

11

M(z)

arg(z)

Méthode : Déterminer géométriquement un argument

ﬂ Vidéo https:/lyoutu.be/NX3pzPL2gwc

1) Déterminer un argument de chaque affixe
des points A, B et C.
2) Placer les points D et E d’affixes respectives zj, et z;

telles que :
21
|zp| = 2 et arg(zp) = —?[Zn].

25| = 3 et arg(zg) = 5 [2n].

1) arg(z,) = 7 [27] arg(zp) = — 3 [27]

Sy

: M(3)

arg(z.) = n[2m]

e
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2) Le point D appartient au cercle de rayon 2 car
|zp| = 2.

Le point E appartient au cercle de rayon 3 car
|zg| = 3.

V1. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

1) Définition

Propriété : Soit z = a + ib un nombre complexe non nul. On pose : 8 = arg (z)
Onaalors:a=|z|cosf et b=|z|siné.

En effet, en considérant le triangle
rectangle, on a :

b = ’3[ ST reveveeeeeeereiareiiiiiiiiiianas

a :

cosf = — :
|z| :

| 2| §

sinf = — U A :
|z|

a = |z|cost

Définition : On appelle forme trigonométrique d'un nombre complexe z non nul
I'écriture z = |z|(cos 8 + isin 0) avec 6 = arg (z).

Méthode : Passer de la forme trigonométrique a la forme algébrique et
réciproquement

3 Vidéo https:/iyoutu.be/kmb3-hNiBg8
3 Vidéo https:/iyoutu.be/zibpXigiSca
3 Vidéo https:/iyoutu.be/RgRQ2m-9Uhw

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
a)z; = 3(cosm +isinm) b)z,= \/§(cos (_E) + isin (_ E))
6 6
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2) Ecrire les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique :

Q) z3 = —5i €)zy = V3 +i

Da)z, =3(osm+isinm)=3(—1+ix0)=-3.

T o s V3 1 3 V3,
b) z, = \/§(cos(—6> +lsm(—g>) =3 7+l>( (_f) =55
2) a) |zs| = |-5i| =5
Géomeétriquement (cercle trigo), on peut affirmer que : arg(z;) = —%[Zn].

Donc:z; =5 (cos (— g) + isin (— %))

b) - On commence par calculer le module de z, :

1zl = (V3 +12=v3F1=2

13

Z
- En calculant |—4|, on peut identifier plus facilement la partie réelle de z, et sa partie

Zy
imaginaire :
Zy V3 1 .
— =i
A 2 2
On cherche donc un argument 6 de z, tel que :
3
cos @ = et sin@ =3
0= % convient, en effet :
T _ \/§ t . T _ 1 1 Y ....................................................... .
cosg=— et sinz=-
On a ainsi : v |zs] = 2
Zy s +isi T :
— = —+ isin— :
] cos =+ isin =
Etdonc: 6
T T T o T " °
Zy = |Z4| (COSg + [ sin g) =2 (COSg + [ sin g) u V3
2) Propriétés
Propriétés :
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls et n entier naturel non nul.
Produit |zz'| = |z]|Z/| arg(zz') = arg(z) + arg(z")
Puissance |z™| = |z|" arg(z™) =narg(z)
1 1 1
I | =13 ~) =~
nverse 2 =1 arg (z) arg (z)
Z Z Z
Quotient |—,| = u arg (—,) =arg (z) —arg (z')
z |Z'| Z
Démonstration :

- Module d’un produit :
On pose 8 = arg (z) et 8’ = arg (2').
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zz' = |z|(cos @ + isinB)|z'|(cos O’ + isinB")
= |z||Z'|(cos 8 cos 8" — sin B sin ") + i(sin O cos 6’ + cos O sinH")
= |z||z'| (cos(8 + 6") + isin(6 + 6"))

Donc le module de zz’ est |z||Z’|.

- Module d’une puissance :
On procéde par récurrence.
e L'initialisation pour n = 1 est triviale.
o Hérédité :
- Hypothése de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k > 1 tel que la propriété soit vraie :
12| = |z|*.
- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k + 1 : |zk*1| = |z|**1.
|ZK+Y| = |z%z]
= |z¥||z|, d’aprés la propriété du produit.
= |z|¥|z|, par hypothése de récurrence.
— |Z|k+1
e Conclusion :
La propriété est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit : |z"| = |z|".

VIl. Ensemble U des nhombres complexes de module 1

1) Cercle trigonométrique

L’ensemble des points du plan complexe (0, i, v) dont I'affixe appartient au cercle de
centre O et de rayon 1 est noté U. Ce cercle s’appelle le cercle trigonométrique.

Propriété : Soit z = a + ib un nombre complexe appartenant a U.
On a alors a? + b% = 1.

2) Stabilite de U

Méthode : Prouver que U est stable par produit et passage a I'inverse
3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/XTNKoNfFopw

Soit z et 2 deux nombres complexes appartenant a U.

1
Démontrer que zz’ et 2 appartiennent a U.

- |zz'| = |z||Z’]
=1x1 carzetZz appartiennent a U.
=1

Donc le produit zz' a pour module 1 et appartient donc a U.
On dit que U est stable par produit.
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car z appartient a U.

1
Donc l'inverse 2 a pour module 1 et appartient donc a U.
On dit que U est stable par passage a l'inverse.

VIIl. Formules de trigonométrie

1) Formules d'addition

Propriété : Soit a et b deux nombres réels quelconques. On a :
cos(a —b) = cosacosh +sinasinb
cos(a+ b) = cosacosh —sinasinb
sin(a — b) = sinacosb —cosasinb
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

Démonstrations :

- 1¢" formule :
On considére un repére orthonormé (0 ;7, )
du plan et le cercle trigopnométrique de centre
0.
u et ¥ sont deux vecteurs de norme 1 tels
que: (T;u) =aet(i;v) =b.
Onaalors: u (CPS a) etv (Cf’s b).

sina sinb
Ainsi : 4. ¥ = cosacosb + sinasinb.
On a également :
u.v = |Ju|| X ||?]| X cos(u;v)
=1x%x1xcos(b—a)=cos(a—b)

D'ou : cos(a — b) = cosacosb + sinasinb.

- 2¢ formule :
cos(a+b) = cos(a — (—b)) = cosacos(—b) + sinasin(—b) = cosacosb —sinasinb.

- 3¢ formule :

sin(a — b) = cos (% —(a— b))

T
= cos ((E—a) +b)
= cos(%—a)cosb—sin(%—a)sinb
=sinacosb —cosasinb
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- 4° formule :

sin(a + b) = sin(a — (—b)) =sina cos(—b) —cosasin(—b) =sinacosb + cosasinb

Méthode : Calculer des valeurs de cos et sin a I'aide des formules d'addition

u Vidéo https://youtu.be/WcTWAazcXds

. 5t . 5w
Calculer : oS> et sing>

5t T T Y 4 M m
cosE = CoS (Z + E) smE = sin (Z + E)

T T T T T T T T
=cosZcos€—stsmg =stCOSg+cosZsmg
_V2 V3 V2 o1 _V2 V3 vz 1

2 2 2 2 2 2 2 2
_V6-+v2 V6442
4 4

2) Formules de duplication

Propriété : Soit a un nombre réel quelconque. On a:
cos(2a) = cos?a —sin?a = 2cos?a—1=1-2sin%a
sin(2a) = 2 cosasina

Démonstrations :

Cas particulier des 2° et 4¢ formules d'addition dans lecasoua = b :
cos(2a) = cos? a — sin®a

sin(2a) = 2cosasina

On a également : cos? a + sin?a = 1 donc :

cos?a —sin?a =cos?a— (1 —cos?a) =2cos?a—1
Et:

cos’a —sin?a =1-sin?a —sin?a =1 — 2sin?a

Méthode : Calculer des valeurs de cos et sin a l'aide des formules de duplication

3 Vidéo https:/lyoutu.be/RPtAUI3oLco

Vs . IT
Calculer cosg et sing

T cos(2%xZ) =2cos?=—1
COSZ_COS( xg)— cos i
Donc :
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.7 _ 1 ™ L Y2 22
cos 8—2(1+cos4)—2 1+ ==

et donc:

T 24+2
c058— 2

car cos% est positif.

LT 2T _2+\/§_2—\/§
51n8—1 cos 8—1 R
et donc:

LT 2 -2

51n8— 2

car sin% est positif.

Méthode : Résoudre une équation trigopnométrique

B3 Vidéo https:/iyoutu.belyx3yULaR wl

Résoudre dans [0 ; 27] I'équation cos(2x) = sin x.

cos(2x) = sinx soit 1 — 2 sin? x = sin x d’aprés une formule de duplication.
On pose X = sinx, I'équation s'écrit alors : 1 — 2X%2 = X

Soit:2X?2+X—-1=0

A=12—-4x2%x(=1)=9

L'équation du second degré posséde deux solutions distinctes :

-1+3 1

Résolvons alors dans [0 ; 2r] les équations : sinx = % etsinx = —1:

sinx=—=>x=g ou x =

sinx=—-1x=—

Ainsi :

17

S_{n_Sn_Bn}
6’6’ 2
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IX. Forme exponentielle d’'un nombre complexe

1) Définition

Posons f(6) = cos 6 + isiné.

En prenant |z| = |Z'| = 1, on a démontré dans la Partie 3 (lll.) que :

(cos@ +isinB)(cosO +isinB") = cos(@ +0") +isin(@ + 0"

Soit: f(B)f(0) = f(6+6").

On retrouve ainsi la méme équation fonctionnelle que celle établie pour les
exponentielles : efef = 10",

Définition : Pour tout réel 6, on a : e = cos 8 + isin#.

Remarque :
e'? est le nombre complexe de module 1 et d'argument 6.

Propriété : e™ = —1

Démonstration :
em=cosmt+isint=—-1+ix0=-1

Cette relation a été établie en 1748 par le mathématicien suisse Leonhard Euler
(1707 ; 1783). Elle possede la particularité de relier les grandes branches des
mathématiques : I'analyse (avec le nombre e), I'algebre (avec le nombre i) et la
géométrie (avec le nombre ).

Exemples :
el =cos0+isin0=1+ix0=1

i T T . .
e2=cos§+151n§=0+1x1=1

Définition : Tout nombre complexe z non nul de module r et d'argument 6 s'écrit sous
sa forme exponentielle z = re'.

Méthode : Passer de la forme algébrique a la forme exponentielle et réciproquement

I: Vidéo https:/lyoutu.be/WSW6DIbCS 0
3 Vidéo https:/lyoutu.be fEKJVKKQazA
B Vidéo https:/iyoutu.be/zdxRt5p0Jp0

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle :
a)z, = —2i b) z, = -3 C) z3 = V3 — 3i
2) Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme algébrique :
V3

. .TT
a)z, =e's b) zg = 4e's

1)a)- |z =|-2il =|-2| x|i|=2x1=2
- Pour déterminer un argument de z;, on peut utiliser le cercle trigopnométrique.
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On fait un petit schéma a main levée en plagant le point M \

d’affixe z; et on lit graphiquement qu’un argument de z; est
s

) n A
N

Ainsi,ona:z; = 2e ‘2.

M24)

b) - |z,| = |-3] =3
- On place le point M d’affixe z, et on lit graphiquement qu’'un argument de z, est =.

A
ar

MER) “\I/‘

o) lzsl = V3 —3i| = (V3 +(=3)? =V3+ 9 =VIZ = 2V3

- Il n'est pas évident de déterminer graphiquement un argument de z;. La méthode

Bl
‘

Ainsi, on a : z, = 3e'”.

. . Z3
consiste alors a calculer _I | :
Z3

z; V3-3i V3 3i 1 3ixv3 1 3ixV3 1 V3

—— =1

lzs]  2v3  2v3 2v3 2 23xv3 2 2x3 2 2

On cherche donc un argument 6 de z; tel que :

c059=% et sin9=—§
Comme, on a:
COS(—%) =% et sin(—g) = —?
L'argument 6 = — g convient. Et ainsi :
% = cos (_%) + isin (—g)
Soit :
73 = |z3] (Cos (— —) + isin (— %)) =23 (cos (— g) + isin (— E)) = 2\/§e_i§.

2)a) z, =ei%=cos(%)+isin(%) =§+1i
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‘b) 25 = de's = 4((:05(%) + isin(%)) = 4(‘/2— l§> = 2V2 + 2iV2
2) Propriétés
Propriétés : Pour tous réels 6 et 6', _
a) elfpld’ — i(6+6") b) eie — o6 c) :%: = gi(6-6") d) olf = o6

Méthode : Appliquer la notation exponentielle
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/SEVIyayVBKc

1) Déterminer la forme exponentielle de z = 1 + i+/3.

2) En déduire la forme exponentielle des nombres suivants :
a) iz b) iz ¢) -2

1)z=1+i\/§=2(1+i%§)=2ei§
.51

2) a) iz = 2ie's = 2¢'7es = 2¢/G*3) = 265

T T

b) iz = 2ie™s = 2e5e™5 = 26G73) = 26

; ] —iZ L TT 5T
-2 _oE ()

3) Formules de Moivre et d’'Euler

Formule de Moivre : Pour tous réels 6 et 6', pour tout entier naturel n non nul :
(eie)” = gind

Que I'on peut également écrire : (cos 8 + i sin )™ = cos(nd) + i sin(nh)

Méthode : Appliquer la formule de Moivre
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/RU2C4i3n5lk

Exprimer cos(3x) en fonction de cos x.

cos(3x) = Re (cos(3x) + i sin(3x))

Or, selon la formule de Moivre :
cos(3x) + isin(3x) = (cos x + i sinx)3

= cos3 x + 3i cos? x sinx + 3i% cos x sin® x + i®sin® x, en
appliquant la formule du binbme de Newton pour développer.

Soit :
cos(3x) + i sin(3x) = cos3 x + 3i cos? x sinx — 3 cos x sin® x — i sin® x
Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




21
= cos3 x — 3 cos x sin? x + i(3cos? x sin x — sin3 x)
On en déduit que : cos(3x) =cos® x — 3 cos x sin? x

Or, sin?x =1 — cos?x, donc:

cos(3x) =cos®x — 3 cosx (1 — cos? x)
= cos3x — 3 cosx + 3cos3x
=4 cos3x —3cosx

Formules d’Euler : Pour tous réels 0 et 6' :

] el 4 o—if - pl0 _ o-if
cosf = ——— sing = ——
2 20

Méthode : Appliquer les formules d’Euler

B Vidéo https:/iyoutu.be/p6TncUiPKFQ

1) Linéariser (*) I'expression cos? x.
2) En déduire une primitive de la fonction x — cos3 x.

(*) Linéariser une telle expression consiste a la ramener comme somme
d’expressions du type cos ax et sin ax.

1) On applique une formule d’Euler :

. . 3
elx + e—lx
cos3x =——
2

1 . . . . . .
= §((e”‘)3 + 3(e"‘)ze‘”‘ + 3(2”‘(e‘”‘)2 + (e‘”c)3),
en appliquant la formule du binbme de Newton pour développer.

Soit encore :

cos3 x = %(eﬁx + 3el2iXp—ix 4 3pixp—2ix 4 e—3ix)
1 ) ) ) )
— g(6.3Lx + 3e* 4 3~ 4 e—3lx)

1
=§(0053x+ isin3x + 3cosx + 3isinx + 3cosx — 3isinx + cos 3x — i sin 3x)

1
=3 (cos 3x + 3cosx + 3cos x + cos 3x)

1
=3 (2cos 3x + 6cos x)

1
=2 (cos 3x + 3cosx)

2) Ainsi, chercher une primitive de cos? x revient a chercher une primitive de

i (cos 3x + 3cos x)

Une primitive de la fonction x — %(cos 3x + 3cos x) est la fonction :
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1 1
X — Z(gsian + 35inx> = Esian +Zsinx

X. Applications des nombres complexes a la géométrie

Dans la suite, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (0 ; u, V).

Propriété : A, B et C sont trois points deux a deux distincts du plan d'affixes
respectives a, betc.Ona:

a) (d; E) = arg(b — a)

b) AB = |b — a

-, c—a
c) (AB ;AC) = arg (b — a)
Démonstrations :

a) On considére un point E tel que OF = 4B.
Alors E a pour affixe e = b — a.
Donc (@ ; OF) = arg(h — a) et donc (i ; AB) = arg(h — a).

b) |b —a| =|e—0| =0E
Comme OE = AB, OF = AB donc |b —a| = AB.

c) (Zﬁ,ﬁ)= (Eﬁ;ﬁ)+ (ﬁ;z_é)

= (i;AC) - (u;4B)
= arg(c —a) — arg(b — a)

= arg(;—)

Méthode : Utiliser les nombres complexes en géométrie
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/NiL ZfbgRFBO

Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z, = -2 — i,z =1 — 2i et
zc = —1+2i.

1) Démontrer que le triangle ABC est isocele en A.

2) Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

DAB=|zg—zl=11-2i—(-2-)|=13-il=V9+1=+10
AC=|zp—zyl = |-142i—(=2-D)| =|1+3i|=V1+9=+10
Donc AB = AC.

2) (AB;AC) = arg (Zc - ZA)

Zp — Zy

ZC - ZA 1 + 31
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C(1+3DB+D)

T B3-DB+10D)

_3+i+9i—3

B 941

100

_10_l Z Z T
= .72\ _ C ™ “4A — N —
(AB;AC) = arg (ZB — ZA) arg(i) = - [2n]

On en déduit que l'angle BAC est droit.

Méthode : Déterminer un ensemble de points

3 Vidéo https:/lyoutu.be/WTXu19XCOLw
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/5pug7tzMZAo

Soit M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter :

1) L’ensemble des points M tels que |z — 2i| = 3.

2) L’ensemble des points M tels que |iz — 3| = 1.

3) L’ensemble des points M tels que |z —3 +i| = [z — 5|.
z—1

4) L’ensemble des points M tels que lz=i] = 2.

|z]

T
5) L’'ensemble des points M tels que arg(z) = " [r].

1) Soit A le point d’affixe 2i alors |z — 2i| = 3 s’écrit :
AM = 3. En effet : |z — 2i| = AM.

L’ensemble des points M est le cercle de centre A(2i) et
de rayon 3.

2) liz=3| =iz + 30| = |i| x |z + 3i| = |z — (=30)|

Soit A le point d’affixe —3i alors |iz — 3| = 1 s’écrit AM = 1.

En effet : |z — (—3i)| = AM.

L’ensemble des points M est le cercle de centre A(—3i) et de rayon 1.

3)1z-3+i|=1Z-3+d=12-3—il=|z=3—i| = |z— 3 +0)

23

wH

Soit A le point d’affixe 3 + i et B le point d’affixe 5 alors |z — 3 + i| = |z — 5|

s’écrit AM = BM.
L’ensemble des points M est la médiatrice du
segment [AB].
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|z—i]

4 = 2.
: |z]

Soit |z — i| = 2|z|, en notant que z # 0. 1
Soit encore : |z — i|? = 4|z|?

On pose z = x + iy, alors I'équation s’écrit :

lx + iy —i|?> = 4|x + iy|?

lx +i(y — 1D|? = 4|x + iy|?
x2+(y_1)2=4(x2 +y2) /‘_\

x2+y2 =2y +1=4x% + 4y? 0 1
3x2+3y2+2y=1

5 . 2 1 A)(

X“+y +g5y=

3773

2+( +1)2 1 1

T\VT3) 7973
4

2+( +1)2_
T\ T3) Ty

2
L’ensemble des points M est le cercle de centre A (O ; — %) et de rayon 3

5) L’ensemble des points M est la 1° bissectrice de I'axe
des abscisses et de I'axe des ordonnées privée de
l'origine.

XlI. Racine n-ieme de l'unité

1) Détermination de 'ensemble U,

On cherche a déterminer 'ensemble des nombres complexes z vérifiant I'égalité
z" =1avecn € N".

Définition : Une racine n-ieme de I'unité est un nombre complexe z vérifiant z* = 1
avecn € N*,

Théoréme : L’ensemble U,, des racines de l'unité posséde exactement n racines :
2km
w, = e n , avec k entier compris entre 0 et n — 1.
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Démonstration :

Existence :

Siz" =1alors |z|" = |z"| = 1 etdonc |z] = 1.

On cherche ainsi, les nombres complexes de la forme z = ¢i?, avec 6 € [0 ; 2n].
Soit:z" =1

(e®)" =1

ehw =1

n@ = 2km, avec k € Z.

9=%, avec k € Z.

On peut ainsi restreindre les valeurs prisent par k a 'ensemble des entiers compris

entre0etn—1.
j2km : : , s
Donc w;, = e 1, avec k entier compris entre 0 et n — 1, est une racine de l'unité.

Unicité :
Supposons qu'il existe k' entier compris entre 0 et n — 1, tel que wy, = w.
2k 2k’
Alors:e'm =e''n
2km 2k'm
— = + 2lm, avec l € Z.
n n
2km = 2k'm + 2Ilnw
k=k'+In
k—k'=1In

Donc n divise k — k'.
Or k — k' est un entier compris entre 0 et n — 1. Donc n ne peut pas diviser k — k'.
Etdonc [ = 0. Soit k = k'.

2) Représentation géométrique 1

a)Casn=2:
Si on applique le théoréme ci-dessus, les

racines de I'équation z? = 1 sont :
2X0Xm

wo=e 2 =el=1 Wy W,
2X1Xm
\N1==el 2 =l = 1 0 1

On peut ainsi représenter les racines 2-ieme
de 'unité sur le cercle trigonométrique. En
effet, on a vu que les racines n-iéme de l'unité
ont pour module 1.
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b)Casn =3 1

Les racines de I'équation z3 = 1 sont : Wi

;2X0Xm 0 2X1xm 2in
W0=e 3 =el =1’ W1=e 3 =e3,

[2X2xm 4im
w,=¢e 3 =e 3
On peut ainsi représenter les racines 3-ieme de Wo
I'unité sur le cercle trigonométrique. 0 1
Par convention, on note habituellement :

2im 4in
j=W1=e3 etj2=W2=e3.
L’ensemble des points dont les images sont les
racines 3-ieéme de 'unité forment un triangle
équilatéral. W2
c)Casn=4%4:

Les racines de I'équation z* = 1 sont :

i2x0><n 0 i2X1XT[ b4 l.ZXZXT[ .
wo=e 4 =eV=1w=e 4 =e2,w,=e 4 =l = —1,

j2X3XT ;3r
w; =e 4 =e 2.

On peut ainsi représenter les racines 4-ieme de l'unité sur le cercle trigonométrique.
L’ensemble des points dont les images sont les racines 4-iéme de 'unité forment un
carré.

1 Wy
W, W,
0 1
W3

De fagon générale, 'ensemble des points dont les images sont les racines n-ieme de
I'unité forment un polygone régulier a n cotés inscrit dans un cercle de rayon 1.

Méthode : Utiliser les racines de 'unité
I! Vidéo https:/lyoutu.be/cqK IGw OfE

Démontrer que le périmetre d’'un pentagone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1
, N . I
est égal a 10 sing .

Les images des racines 5-ieme de 'unité forment un pentagone régulier inscrit dans
le cercle trigopnométrique.
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Ainsi pour calculer le périmétre du pentagone, il suffit de calculer la longueur d’'un
c6té du pentagone.

) 1
Soit par exemple : !
l.2><1><7'[
|W1 - W0| =\e 5 -1 W2
2T
=1e'5 -1
2m 2n _2m
= |e'T0| x |el1o — e 'T0 0
T .
= e15 — e 15|
Soit, en appliquant une formule d’Euler : W
Vs Vs 3
wy — Wyl = |20 ><sin—| = 2sin—
[wi = wol : : >
On en déduit que le périmétre du pentagone est égal a 10 sin I Wy

XIl. Equations du second degré dans C

Définition : Soit a, b et ¢ des réels avec a # 0.
On appelle discriminant du trinébme az? + bz + c, le nombre réel, noté A, égal a
b? — 4ac.

Propriété :
- Si A>0:L'équation az? + bz + ¢ = 0 a deux solutions réelles distinctes :
—b+VA —-b—VA
Z1 = et ZZ - .
2a )
- Si A =0:L'équation az? + bz + ¢ = 0 a une unique solution réelle : z, = — >a
- Si A <0 : L'équation az? + bz + ¢ = 0 a deux solutions complexes conjuguées :
—b+iV-A —b—iV-A
zZi=——e¢et z;=—
2a 2a
Démonstration : ‘
On met le trinbme sous sa forme canonique (Voir cours de la classe de 1°) :
" b\* b?—4ac
az +bz+c=a(z+—) -
2a 4a

En posant A = b? — 4ac :

az?+bz+c=0
2

b _A (@ % 0)
(=>a(z+2a) “2q ¢

(r+m) =
o —) =—
27%4) T aq?

Lb_ A Lb_ A
25T |2z M 2T 0T T a2
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VA b _ VA b

2724 2a T 724 2a
L , ) —b+VA —b—VA
L'équation a deux solutions réelles : z; = et z, = a
- Si A =0:L'équation peut s'écrire :

b 2
(Z + %) =0
b

L'équation n'a qu'une seule solution réelle : z, = — a
- Si A <0: L'équation peut s'écrire :

(rae) =g =

zto—) =i (car iz =-1)
Donc :

+b__—A +b__—A _A>0
T T 4z M P20 T T aa2 (car 4q? )
_W-=A b WA b
54 "2a M7 T 24 T 2a
' . . —b+iv-A —b—iv—-A
L'équation a deux solutions complexes : z;, = —— et z, = ———.
2a 2a

Méthode : Résoudre une équation du second degré dans C
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/KCnorHy5FE4
Résoudre dans C les équations suivantes: a)z?+5=0 b)z2+3z+4=0

a)z2+5=0
z? = -5
z? = 5i?

Donc:z =iV5 ou z=—iV5
Les solutions sont donc ivV5 et —iv/5.

b) 22 +3z+4=0
On calcule de discriminant A du trindbme : A =32 —4Xx1 x4 = -7

A < 0 donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

—3+iV7 —3—i\7
Z = e Z =
_ 3., V7, 3 V7.
Tt -t
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Propriété : La somme S et le produit P des racines d’'un polyndbme du second degré

b c
de la forme az? + bz + ¢ sont donnés par : S = — o etP = p
Exemple :

On a vu dans la méthode précédente que I'équation z? + 5 = 0 posséde deux
racines : iV/5 et —iv/5.
Ainsi:S=iV5—-iV5=0et P =iV5x (-iV/5) =5

En appliquant, les formules de la propriété, on retrouve ces résultats :

S = 0—O tP—5—5
=—-71= e =77

XIll. Equations de degré n dans C

1) Définition

Définition : Une fonction polynéme (ou polynéme) P est une fonction de C dans C
de la forme P(z) = ay + a;z + ayz? + --- + a,z", ol a,, a4, 4y, ..., a, sont les
coefficients réels de P.

L’entier n est appelé le degré du polynéme P.

Propriété : Si une fonction polynéme est nulle, alors tous ses coefficients sont nuls.

2) Racine d’un polynébme

Définition : Soit un polynébme P. Un nombre complexe a s’appelle racine de P si
P(a) = 0.

Exemple :
Les nombres complexes i et —i sont les racines du polynéme z2 + 1.

Théoréme : Soit un polynédme P définie par P(z) = z™ — a™ ou n est un entier
supérieur ou égal a 2.
Alors il existe un polyndme Q de degré n — 1, tel que P(z) = (z — a)Q(2)

Démonstration :
-Sia =0: C’est évident.
-Sia=1:

Ona:z(z"1+z"2+z"3+ . 4z+1)=2z"+2z"1+2"2+ ..+ 22 +2
1(z" P+ 2" 242" 3+t 24+ 1) =20+ 22 4 203+ b 24+ 1
En soustrayant membre a membre, on a:
C-DE" 1 +z"2+z2"3 4+ z+1)=2"-1
- Sia # 0 quelconque :

On remplace z par z/a dans I'égalité ci-dessus :
n-—1

z z z"=2 gn=3 z z"
(>-1) t— bt 1) = 1
a a

a an—l an—Z am
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Soit en multipliant chaque membre par a™ :
z-a)Z" +az" 2 +a?z" 3+ -+a2z+a ) =z —a"
Il existe donc un polynéme Q(z) = z" 1 + az" 2 + a?z" 3 + -+ a"?z+a" ! de
degré n — 1, tel que P(z) = (z — a)Q(2).

Corollaire : Soit un polynédme P de degré n. Si a est une racine complexe de P, alors
il existe un polyndme Q de degré n — 1, tel que P(2) = (z — a)Q(2).

Démonstration :
Comme a est une racine complexe de P,on a: P(a) = 0.
Donc :
P(z) =ay+a,z+ az? + -+ a,z" — P(a)
=ay+az+ az* + -+ ayz" —ag —aa — aza’ — - —aat

= al(Z - a) + az(zz _ aZ) + .+ an(Zn— an)
Or, pour tout k compris entre 1 et n, il existe un polynébme Q,_, de degré k — 1, tel
que : z¥—a* = (z — a) Q-1 (2).

Donc : P(z) = a;(z — a)Qy(2) + az(z — a)Q1(2) + -+ an(z — a)Qn_1(2)
= (z—a)(a,Q9(2) + a20:(2) + -+ + a,Qp—1(2))

Il existe donc un polynéme Q de degré n — 1, tel que : P(z) = (z — a)Q(2).

Méthode : Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels dont une racine est
connue.

3 Vidéo nttps:/lyoutu.be/KaghKmQ9gOk

Résoudre dans R I'équation x3 + x2 —3x + 1 = 0.

On pose P(x) = x3 + x? —3x + 1.
On voit que x = 1 est une racine évidente de P. Donc il existe un polynéme Q, de
degré 2, telque : P(x) = (x — 1)Q(x).

On adonc:
x3+x2-3x+1=(x—-10Q(x)
x3+x2—-3x+1=(x—1)(ax?+ bx +¢)
x3+x?2—-3x+1=ax3+bx?*+cx—ax?*—bx—c
x3+x?-3x+1=ax3+b—-a)x*+(c—b)x—c
Ainsi, en procédant par identification, on a :

a=1

a=1
—_ =1 i
b-a soit {b =2
c—b=-3

c=-1
—c=1

Donc: P(x) = (x — 1)(x? + 2x — 1).

L’équation x3 + x? — 3x + 1 = 0 peut s’écrire (x — 1)(x? + 2x — 1) = 0.
Soit:x—1=0ou x2+2x—1=0
x=1 A=8
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_—2-+8
2
oux =-1++2

S={-1-v2; -1++2;1}

=-1-+V2

X

Corollaire : Un polynédme de degré n admet au plus n racines.

Démonstration :

Supposons que les nombres complexes a4, a,, ..., a, sont des racines deux a deux

distincts du polynéme P.

Alors il existe un polynéme Q, tel que : P(z) = (z — a;)0Q1(2).

Or,0=P(ay) = (a; —a;)0Q,(ay) eta, —a; # 0.

Donc Q,(a,) = 0.

Ainsi, il existe un polyndme Q, tel que : Q,(2) = (z — @;)0Q,(2).

Etdonc:P(2) = (z— a;)(z — a;,)Q,(2).

En continuant ainsi avec des polynémes Q3, Qy, ... @,, On obtient :
P2)=c—a)(z—ay)(z—as) .. (z — ap)Qp(z).

On en déduit que le polynéme P est de degré p + degré(Q,) = p.

Meéthode : Factoriser un polyndme dont une racine est connue
3 Vidéo https:/iyoutu.be/1Y-JtIGNNXU

Factoriser dans C le polyndme : P(z) = z3 + z%2 + 4z + 4.

P est un polyndme de degré 3, il admet au plus 3 racines.

On cherche une racine évidente de P en testant des valeurs entiéres « autour de 0 ».
Il sera ensuite aisé de déterminer la ou les autres racines qui sont au plus au nombre
de 2.

On constate que z = —1 est une racine évidente de P :

P(-D)=(C-1*+(-1D?+4(-1D)+4=0
Dong, il existe un polyndme Q de degré 2, tel que : P(z) = (z + 1)Q(2).

Onadonc:

z3+z2+4z4+4=(z+1)Q(2)
z3+z2+4z+4=(z+1)(az? + bz +¢)
z23+z2+4z+4=az3+bz*+cz+az’? +bz+c
23+ z2+4z+4=az+(b+a)z’+(c+b)z+c

Ainsi, en procédant par identification, on a :
a=1

a=1
b+a=1 __. _
ctb=4 soit sb =0

c=4
c=4
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On en déduit que : Q(z) = z% + 4.
Or, il est possible de factoriser Q :

Qz2)=2z2+4=(z-2i)(z+ 20
Eneffet: z2+4=0 @ z=2iouz=-2i

Onaainsi: P(2) = (z+ 1)(z — 2i)(z + 2i).
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