FONCTIONS DU SECOND DEGRE

Partie 1 : Fonction polyndme du second degré

Définition : On appelle fonction polynome du second degré toute fonction f définie sur R
par une expression de la forme :

f(x) =ax?*+bx+c
ou les coefficients a, b et ¢ sont des réels donnés avec a # 0.

Remarque :
Une fonction polynéme du second degré s'appelle également « trinbme ».

Exemples et contre-exemples :
f(x)=3x>—-7x+3

glx) = —x — 5x +§
h(x) = 4 — 2x? sont des fonctions polynémes du second degré.
k(x) =(x—4)(5-2x)
m(x) =5x—3 est une fonction polynéme du premier degré (fonction affine).

n(x) = 5x* — 7x3 + 3x — 8 est une fonction polyndme de degré 4.

Partie 2 : Forme canonique d'une fonction polynome du second degré

Propriété :
Toute fonction polynéme f du second degré définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢ peut
s'écrire sous la forme :
f(x) = a(x —a)? + B, ol a et B sont deux nombres réels.
Cette derniere écriture s'appelle la forme canonique de f.

Démonstration :
Comme a # 0, on peut écrire :
f(x) =ax?*+bx+c
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Méthode : Déterminer la forme canonique d'une fonction polynéme du second degré

u Vidéo https://youtu.be/IcT6kph7400
u Vidéo https://youtu.be/OQHf-hX9JhM

Soit la fonction polynéme f du second degré définie sur R par : f(x) = 2x% — 20x + 10.
Ecrire f sous sa forme canonique.

Correction

On veut exprimer la fonction f sous sa forme canonique :
f(x) =O(x —©)?+©
ou ©, © et © sont des nombres réels.

f(x) =2x%—20x + 10
= 2[x? — 10x] + 10
= 2[x? — 10x + 25 —=25]4+10 <& car x2 — 10x est le début du développement

=2[(x —5)?=25]+ 10 de (x —5)%et(x —5)? =x? —10x + 25
=2(x—-5)2-50+10
=2(x—5)?—40

f(x) = 2(x — 5)% — 40 est la forme canonique de f.

Partie 3 : Variations, extremum et représentation graphique

1) Variations

Propriétés :
Soit f une fonction polynéme du second degré, telle que f(x) = ax? + bx + c.
- Si a est positif, f est d’abord décroissante, puis croissante : « & ».

- Si a est négatif, f est d’abord croissante, puis décroissante : « & ».
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a>0 a<0

/
/" Parabole : ‘
/ f(x)=ax®+bx+c

/ En colére (angry) = négatif

i a<0

2) Extremum

Exemple : Soit la fonction f donnée sous sa forme canonique par: f(x) = 2(x — 1)? + 3
Ona: 2(x—1)2>0

Donc:2(x —1)2+3>3

Soit: f(x) =3

Or: f(1) = 3 donc pour tout x, f(x) = f(1).

f admet donc un minimum en 1. Ce minimum est égal a 3.

Propriété :

Soit f une fonction polyndme du second degré définie par f(x) = a(x — a)? +p,
aveca # 0.

-Sia > 0, f admet un minimum pour x = a. Ce minimum est égal a .

-Sia < 0, f admet un maximum pour x = «. Ce maximum est égal a £5.

b
Propriété : Pour f(x) = ax? + bx + c,aveca # 0,ona:a = —Zetﬁ =f(—%)
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Sia>0: Sia<0:

]

oa=—-—
2a

Définition :

La représentation graphique d'une fonction polyndme f du second degré s’appelle une
parabole.

Le point de coordonnées (« ; B) s’appelle le sommet de la parabole.

Il correspond a I'extremum de la fonction f.

Propriété :
La parabole admet pour axe de symétrie la droite d’équation x = «.

Méthode : Déterminer les caractéristiques d’une parabole

u Vidéo https://youtu.be/710CVfUnoz0

Soit la fonction polynéme du second degré défini par f(x) = 2x? — 12x + 1.
Déterminer le sommet de la parabole de f et son axe de symétrie.

Correction
- Les coordonnées du sommet de la parabole sont (a ; ), avec:
_ b . —-12 _ 3 \ X =3
- 2a  2x2 ’
b
B:f<—5>=f(3)=2><32—12><3+1=—17 4\ U AR

Le point de coordonnées (3 ; —17) est donc le sommet
de la parabole.

-4

-6

Remargue : Comme a = 2 > 0, ce sommet correspond -8
a un minimum. -10

-12

- La parabole possede un axe de symétrie d'équation "

b .
x = ——,soitx = 3. -16

2a 3, -17)
La droite d’équation x = 3 est donc axe de symétrie de -18 :
la parabole.
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3) Représentation graphigue

Méthode : Représenter graphiquement une fonction polynéme du second degré

u Vidéo https://youtu.be/KK76UohzUW4

Représenter graphiquement la fonction polynéme f du second degré définie sur R par
f(x) = —x2 + 4x.

Correction
Commencgons par écrire la fonction f sous sa forme canonique :
fx) = —x%+4x

= —(x?% — 4x)
=—(x2—4x+4-4)
= (- 2) - )
=—(x—2)*+4

f admet donc un maximumen o = 2 égala [ = 4.

b
Remargue : On peut aussi appliquer les formules a = — Z etf=f (— %)

Les variations de f sont donc données dans le tableau suivant :

X —00 2 +co

)
f(x) / \ 5|

Pour représenter graphiquement la fonction f, on

calcule les coordonnées de quelques points 5
appartenant a la courbe : |
f(0)=—02+4%x0=0 1]

f)=—-12+4x1=-1+4=3
On obtient d’autres points par symétrie par rapport

a la droite d’équation x = 2. -1 0 1 2 3
On trace la courbe représentative de f ci-contre. -1
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Partie 4 : Résolution d'une équation du second degré

Définition : Une équation du second degré est une équation de la forme
ax?+ bx +c =0o0ua,b et c sont des réels avec a # 0.

Exemple : L'équation 3x? — 6x — 2 = 0 est une équation du second degré.

Définition : On appelle discriminant du trinéme ax? + bx + ¢, le nombre A = b? — 4ac.

Propriété : Soit A le discriminant du trindme ax? + bx + c.
-Si A< 0:L'équation ax? + bx + ¢ = 0 n'a pas de solution réelle.

-b
-Si A=0:L'équation ax? + bx + ¢ = 0 a une unique solution : x, = 2—
a
-Si A>0:L'équation ax? + bx + ¢ = 0 a deux solutions distinctes :
—-b—VA —b+VA
X1 = et xZ == .
2a

Démonstration :

u Vidéo https://youtu.be/7VFpz63Tgis

On a vu dans « Second degré - Chapitre 1/2 » que la fonction f définie sur R par

f(x) = ax? + bx + ¢ peut s'écrire sous sa forme canonique :

f(x) =alx—a)*+ pavec a = —ietﬁ :—M.
2a 4a

Donc:

ax? + bx + ¢ = 0 peut s’écrire :

b\?> b?—4dac
a<x+—> - =0

2a 4q
b\* A
“(”%) e
b\* A
“(”%) ~4a
b\* A
(“z) 122

car a est non nul.

. . o . e A . .
-Si A <0:Comme un carré ne peut étre négatif (m < 0), I'équation

ax? + bx + ¢ = 0 n'a pas de solution.

-SiA=0:L'équation ax? + bx + ¢ = 0 peut s'écrire :

b 2
<X+%> =0
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-b
L'équation n'a qu'une seule solution : x, = 2—
a

-SiA>0:L'équation ax? + bx + ¢ = 0 est équivalente 3 :

b A b A
xX+— =— [— ou x+— = |[—
2a 4q? 2a 4qa2
b VA b VA
X+— =—— ou x+— =—
2a 2a 2a 2a
VA b vA b
X=——"——ou xX=—"——
2a 2a 2a 2a
—b—VA —b+VA
X=—" ou x=—""T-
2a 2a
. _ o —b—VA —b+VA
L'équation a deux solutions distinctes : xl:T et xZ:T

Méthode : Résoudre une équation du second degré

u Vidéo https://youtu.be/youUIZ-wsYk
u Vidéo https://youtu.be/RhHheS2Wpyk
u Vidéo https://youtu.be/v6fl2RqCCiE

Résoudre les équations suivantes :

A)2x2 —x—6=0 mzﬂ—3x+%=o Ox?+3x+10=0

Correction

a) Calculons le discriminant de I'équation 2x2 —x — 6 =0 :
a=2,b=—-1letc=—-6doncA=b?—4ac=(-1)?—4x2x(—6) =49.
Comme A > 0, I'équation possede deux solutions distinctes :

_=b—VA -(-1)-V49 3

X 2
1 2a 2X2 2
-b+VA  —(-1)+V/49
2a 2X2

b) Calculons le discriminant de I'équation 2x2 — 3x +% =0:

a=2,b=—3etc=%doncA=b2—4ac=(—3)2—4x2x %:0_

Comme A = 0, I'équation possede une unique solution :
b -3 3

Xn = = =
0 2a 2X2 4

c) Calculons le discriminant de I'équation x2 + 3x + 10 = 0 :

a=1b=3etc=10doncA=b?—4ac=3%>—-4x1x10=-31.
Comme A < 0, I'équation ne posseéde pas de solution réelle.

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




Définition :
Pour une fonction polynéme f du second degré de la forme f(x) = ax? + bx + c, les
solutions de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 s’appelle les racines de f.

Remarque : Dans la pratique, une racine x; de f vérifie f (x;) = 0.
La courbe de f coupe I'axe des abscisses en x;.

I xl\\//

Propriété : La somme S et le produit P des racines d’un polynéme du second degré de la

c

b
forme ax? + bx + c sontdonnéspar:S = —— etP =—.
a a

Méthode : Utiliser les formules de somme et produit des racines

u Vidéo A venir bient6t

Soit f la fonction polynéme du second degré définie sur R par: f(x) = —2x? + x + 1.
1) Montrer que x; = 1 est une racine de f.
2) Déterminer la deuxiéme racine.

Correction

1) x, est une racine si elle vérifie f(x;) = 0.
fx)=f1)=-2x124+1+1=0.
Donc x; est une racine de f.

2) En utilisant le produit des racines, on a:
P=x1><x2=1><x2=x2

c 1 1
1
Doncx, = — 3
Et donc f admet x, = — % comme deuxieme racine.

Partie 5 : Factorisation et signe d'un trinome

1) Factorisation

Propriété : Soit f une fonction polynédme du second degré définie sur R par :
f(x) = ax? + bx + c.

-SiA=0:f(x) = alx — x4)?, avec x, racine de f.

-SiA>0: f(x) = a(x — x1)(x — x,), avec x; et x, racines de f.
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Remarque : Si A< 0, il n’existe pas de forme factorisée de f.

Méthode : Déterminer les fonctions du second degré, s’annulant en deux nombres réels
distincts

uVidéo https://youtu.be/JiokX41 2nw

On considére la fonction polynéme f du second degré s’annulant en —1 et 2 et tel que

f(3) = —2. Déterminer une expression factorisée de la fonction f.

Correction

e Comme la fonction f s’annule en —1 et 2, on peut affirmer que —1 et 2 sont les racines de
f.

Etdonc: f(x) =a(x— (—1))(x —2) = alx + 1)(x — 2).

e De plus, f(3) = -2
Donc: a(3+1)(3—-2)=-2

axX4x1=-2
_ 2_ 1
=737 72

® On en déduit que : £(x) = —5 (x + 1)(x — 2).

Méthode : Factoriser un trindbme

u Vidéo https://youtu.be/eKrzK1lisc8

Factoriser les trindmes suivants : a) 4x2 + 19x — 5 b) 9x% — 6x + 1

Correction
a) On cherche les racines du trindme 4x? + 19x — 5 :
Calcul du discriminant : A = 192 — 4 X 4 X (=5) = 441

. —-19—-v441 —-19+v441 1
lesracinessont:x; =————— =-S5 et x, =————— =—
2X4 2X4 4
Onadonc:
4x% 4+ 19x — 5 = 4(x — (-5)) (x —%) =4(x +5) (x — %)

b) On cherche les racines du trindme 9x2 — 6x + 1 :

Calcul du discriminant : A = (—6)2 —4Xx9x1=0

-6 1
La racine uniqueest: xg = ———=—
2X9 3
On adonc:
2

9x2—6x+1=9<x—§)
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2) Signe d'un trinbme

Propriété : Soit f une fonction polynédme du second degré définie sur R par
f(x) = ax? + bx + c.
-SiA<0: f ne possede pas de racine. Donc f ne s’annule pas.

a>0 T a<0
\/ N

X —o0 + oo X —0o0 + o0
f) + f) -
-SiA=0: f possede une unique racine x,. Donc f s’annule en x,.
a>0 a<0
\/ T AN
N ‘ /\\

—o0 xO + o0

X X | T*® X *=
fX)| + O + f(x)| — 0 —

-SiA>0: f possede deux racines x; et x,. Donc f s’annule en x; et x5.
a>0 a<0

ot

X —00 xl xz + oo X —00 Xl xz + oo

f)| + 0 o + fx)y] — & + ¢ -

Méthode : Déterminer le signe d’un trindbme

u Vidéo https://youtu.be/pT4xti2Yg2Q
u Vidéo https://youtu.be/sFNWIKVsTMY
u Vidéo https://youtu.be/ICVotquzllA

Démontrer que la fonction polynéme f du second degré définie sur R par
f(x) = 2x? + x + 4 est positive.

Correction
Le discriminantde 2x? + x + 4 estA =12 —4x2x 4 =-31<0.
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11
La fonction f ne possede pas de racine.

La parabole représentant f se trouve donc soit au-dessus de I'axe des

abscisses, soit en dessous. \/
Comme a = 2 > 0, la parabole a les branches tournées vers le haut (en

position « & ») et donc elle se trouve au-dessus de I’axe des abscisses.

On en déduit que f est toujours positive.

Méthode : Résoudre une inéquation du second degré

u Vidéo https://youtu.be/AELAqKKNvp8

Résoudre les inéquations: a)x?—2x—15<0
b) x?+3x—-5<-—-x+2

Correction
a) Le discriminant de x? — 2x — 15 est A = (—2)? — 4 X 1 X (—15) = 64 et ses racines
sont :

2—/64 2+vV64
X, = =—-3 et x, = =
2X1 2X1
On obtient le tableau de signes : a=1>0
x o 3 5/ 4w
x?—2x—15 + Q. - d +

On lit dans le tableau de signes que x? — 2x — 15 < 0 pour —3 < x < 5.
L'ensemble des solutions de I'inéquation x> — 2x — 15 < 0 estdonc S = ]-3;5][.

b) On commence par rassembler tous les termes dans le membre de gauche afin de pouvoir
étudier le signe d’un trinbme :

x> +3x—-5<-—-x+2

x?+3x—-5+x—-2<0

x?+4x—-7<0.

Le discriminant de x? + 4x — 7 est A = 42 — 4 X 1 X (—7) = 44 et ses racines sont :

—4—/44 —4-2\11 —4+4+/44
= = =-2-Vlletx,=———=-2+11

2X1 2 2X1

X1

On obtient le tableau de signes :

x |- 2-y11 2+11  +eo

1x) + o - O+

On lit dans le tableau de signes que x2 + 4x — 7 < 0 pour —2 — V11 < x < —2 + V/11.
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L'ensemble des solutions de l'inéquation x? + 3x — 5 < —x + 2 est donc:

S=]-2-V11; -2+ V11][.

3) Application

Méthode : Etudier la position de deux courbes

u Vidéo https://youtu.be/EyxP5HIfyF4

Soit f et g deux fonctions définies sur Rpar: f(x) = —x2 + 8x — 11 et g(x) = x — 1.
Etudier la position relative des courbes représentatives CretCy.

Correction

On va étudier le signe de la différence f(x) — g(x) :
f(x)—glx)=—x?+8x—11—x+1=—x%+7x — 10.
Le discriminant du trindme —x? + 7x — 10 est A =72 — 4 x (—1) X (-10) =9
Le trinbme posséde deux racines distinctes :

-7-v9 —7+V9

T oax(=1) detx, = 2x(-1)

X1
On dresse le tableau de signes du trindme —x? + 7x — 10 :

X —00 2 5 +00
fG) —g®) - 0 + 0 -

On conclut :

e f(x) —g(x) <0,soit f(x) < g(x) pour tout x de |—o0 ;2] U [5; +ool.

La courbe C; est donc en-dessous de la courbe Cj; pour tout x de |—o0 ;2] U [5; +ool.
e De méme, la courbe C; est au-dessus de la courbe C; pour tout x de [2; 5].
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