DERIVATION

Partie 1 : Limite en zéro d'une fonction

Exemples d’introduction :

. . o (x+1)*-1
1) Soit la fonction f définie sur ]—co;0[ U ]0; +oo[ par f(x) =———.

L'image de O par la fonction f n'existe pas. On s'intéresse cependant aux valeurs de f(x)
lorsque x se rapproche de 0.

— —
X -0,5 -0,1 -0,01 | -0,001 0,001 0,01 0,1 0,5
f(x) 1,5 1,9 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1 2,5
On constate que f(x) se rapproche de 2 lorsque x se rapproche de 0.
On dit que la limite de f(x) lorsque x tend vers O est égale a 2 et on note : lintl) flx) =2.
xX—

1
2) Soit la fonction g définie sur |—co0 ; 0[ U ]0; +oo[ par g(x) = =

A l'aide de la calculatrice, on constate que g(x) devient de plus en plus grand lorsque x se
rapproche de 0.

On dit que la limite de g(x) lorsque x tend vers 0 est égale a +0o et on note :

lim g(x) = +oo.

Définition : On dit que f a pour limite L lorsque x tend vers O si les valeurs de f(x) peuvent
étre aussi proche de L que I'on veut pourvu que x soit suffisamment proche de 0.
On note : ling f(x) = L etonlit:lalimite de f(x) lorsque x tend vers O est égale a L.

X

Partie 2 : Nombre dérivé

1) Pente d'une droite

Formule du taux d’accroissement :
Sur le graphique suivant, la pente de la droite (AB)

fb)-f(a)
b—a

sécante a la courbe est égale a :
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2) Fonction dérivable

Sur le graphique ci-contre, la pente de la droite

(AM) sécante a la courbe est égale a :

fla+h)—f(a) f(a+h)—f(a)
a+h—-a - h

fla+ h)T

,avec h # 0.
fla)
Lorsque M se rapproche de A, h se rapproche de

|

0.Onnote: h — 0. :
La droite (AM) se rapproche alors d’une position I
1

I

1

limite dont la pente est égale a }lin(l) w,

*-_—_—_—_—‘

a+ h

Cette pente s'appelle le nombre dérivé de f en a O] «
et se note f'(a).

Définition : On dit que la fonction f est dérivable en a s'il existe un nombre réel L, tel que :
: h)—

lim Leth-f@ _

h—0 h

L est appelé le nombre dérivé de f en a et se note f'(a).

Remarque :
Dans la définition, si L n’est pas égal a un nombre, alors f n’est pas dérivable en a.

1
Par exemple, }Lir% %n'est pas un nombre. En effet, E se rapproche de +oo lorsque h se

rapproche de 0.

Méthode : Démontrer qu'une fonction est dérivable

u Vidéo https://youtu.be/UmTOGov6yyE
uVidéo https://youtu.be/Iv5_mw1EYBE

Soit la fonction trindme f définie sur R par f(x) = x? + 2x — 3.
Démontrer que f est dérivable en x = 2.

Correction
f(2+h)-f(2)
On commence par calculer . pour h#0:
f2+h)—-f(2)
h

(24h)%42(2+h)-3-22-2%x2+3
- h

4+4h+h?+4+2h-8

h

6h+h?
h
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_h(6+h)
" h
=6+h

Donc:limw =lim6+h =6+0=6
h—-0 h—-0

On en déduit que f est dérivable en x = 2.
Le nombre dérivé de f en 2 vaut 6 et on note : f'(2) = 6.

3) Cas de la fonction valeur absolue

Définition : La fonction valeur absolue est la fonction f définie sur R par f(x) = |x|.

5
Exemples :
-f(=5)=|-5|=5 f0=Ix] \

@) =14 =4 3

Propriété : 2
Six >0,alors f(x) = |x| =x
Six <0,alors f(x) = |x] = —x

4 -3 2 1 o 1 2 '3 4

Propriété : La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur l'intervalle |—co ; 0]
et strictement croissante sur l'intervalle [0 ; +oo].

Eléments de démonstration :
—x sur |—o ;0]
f =1

xsur[0; 4+oof

Sur chacun des intervalles | —o0 ; 0] et [0 ; +oo[, la fonction valeur absolue est une fonction
affine.

Méthode : Démontrer la non dérivabilité en 0 de la fonction valeur absolue
u Vidéo https://youtu.be/ZKtxnTalvvs

Démontrer que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Correction
Soit la fonction f définie par f(x) = |x|.
On calcule le taux d’accroissement de f en 0 :

h .
fO+h)=f(0) [0+h|=lo] [n| |p=1 sih>0.

h h h |Zho g sin<o
h
Donc: }linéw n’existe pas car dépend du signe de h. La limite ne peut pas étre

égalealafoisaleta—1.
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La fonction valeur absolue n’est donc pas dérivable en O.
En observant la courbe représentative de la fonction valeur absolue, on comprend bien qu’il
n’existe pas de tangente a la courbe en 0.

Remarque : Cependant, il est a noter que la fonction x — |x| est dérivable en tout nombre
différent de 0.

Partie 3 : Tangente a une courbe

1) Pente de la tangente

Une tangente a une courbe est une droite qui « touche » la
courbe en un point.

/

Définition : La tangente a la courbe au point A d’abscisse a est la droite passant par A de
pente le nombre dérivé f'(a).

Lorsque le point M se rapproche du point A, la droite
sécante (AM) se rapproche de la tangenteen Aala
courbe.

Donc la pente de la tangente est égale au nombre dérivé
f'(a) défini dans le paragraphe précédent.

Exemple :

Sur le graphique ci-contre, on lit que

a
la pente de la tangente en 2 est égale
a 6. 16
Onadonc: f'(2) =6 ”
12
i
10 !
|
8 |
] : 6 (nombre dérivé de f en 2)
|
6
T 1
A*,_v T
4] !
2]
0 1 2 3 ‘4 s
_2_

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




Méthode : Déterminer graphiquement le nombre dérivé

u Vidéo https://youtu.be/f7AuwNAagAQ

a) On a représenté les fonctions f, g et £
h et trois tangentes dans un repére.
Lire graphiquement f’(3), g’(2) et
h'(6).

b) Tracer la tangente a la courbe de la 5

fonction g en 1 tel que g’(1) = —%.

Correction

a) f'(3) = 0 en effet la tangente est
paralléle a I'axe des abscisses donc sa
pente est nulle.

g(2)=2

h(6) =-2

b)

2) Equation de la tangente

Propriété : Une équation de la tangente a la courbe de la fonction f au point d’abscisse a

est:y = f'(a)(x —a) + f(a).
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Démonstration :

u Vidéo https://youtu.be/Jj0ql6-02Uo

La tangente a pour pente f'(a) donc son équation est de la forme :
y = f'(a)x + b ol b est I'ordonnée a I'origine.

Déterminons b :

La tangente passe par le point A(a ; f(a)), donc :
f@)=f'"(a)xa+b soit:b=f(a)—f'(a)Xa

On en déduit que I'équation de la tangente peut s'écrire :
y=f(@ax+f(a)—-f(a)Xa
y=f'@kx—-a)+f(a)

Méthode : Déterminer I'équation d’'une tangente a une courbe

u Vidéo https://youtu.be/fKEGoo50Xmo
u Vidéo https://youtu.be/0jhxK55j0ONs
u Vidéo https://youtu.be/7-262dSkkTQ

On considére la fonction trinéme f définie sur R par f(x) = x? — 5x + 2.
Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse
x =1.

Correction

Une équation de la tangente au point d’abscisse 1 est de la forme :

y=f(&-1+f(1)

e On commence par calculer le nombre dérivé en 1, f'(1) :

fA+h)-f1D)
h
B (1+h)?-5(1+h)+2—(12-5%1+2)

h
142h+h2-5-5h+4

h
—3h+h?

I )
_ h(-3+h)

h
=—3+h

Donc:limw=lim—3+h =-34+40=-3
h—0 h—0

Le nombre dérivé de f en 1 vaut —3 et on note : f'(1) = —3.

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




® On calcule f(1) :
F(1)=12—=5x1+2=-2

Une équation de la tangente a la courbe en 1 est donc de la forme :
y=-3(x—-1)+(-2), soit:

y=-3x+3-2

y=-3x+1

Une équation de tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse 1 est
y=-3x+1.

Partie 4 : Dérivées des fonctions usuelles

1) Définition :

Le mot « dérivé » vient du latin « derivare » qui signifiait « détourner un cours
d’eau ».

Le mot a été introduit par le mathématicien franco-italien Joseph Louis Lagrange
(1736 ; 1813) pour signifier que cette nouvelle fonction dérive (au sens de
"provenir") d'une autre fonction.

Définitions :

On dit que la fonction f est dérivable sur un intervalle I, si elle est dérivable en tout réel de
1. Dans ce cas, la fonction qui a tout réel x de I associe le nombre dérivé de f en x est
appelée fonction dérivée de f et se note f'.

2) Dérivées des fonctions usuelles :

Fonction Dérivée
f(x)=a,a€R flx)=0
fx)=ax,a€R |f'(x)=a
f(x) = x? f'(x) = 2x
fx) =x" / _ on—1
n > 1 entier e =

L P
fG) =~ fE ==

1
f09 = F) ==
n = 1 entier
£GO = V& Fe) =77
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Démonstration : Dérivée de la fonction carré

u Vidéo https://youtu.be/-nRmE8yFSSg

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x2.
Démontrons que pour tout x réel, on : f'(x) = 2x.

Calculons le nombre dérivé de la fonction f en a (nombre réel quelconque).
f(a+h)-f(a) (a+h)?-a? a?+2ah+h?-a?* h(2a+h)

Pourh #0: = 2a+h
h h h h
Or:limw=lim2a+h=2a
h—0 h—0

Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction f égal a 2a.
On a donc défini sur R une fonction, notée f' dont I'expression est f'(x) = 2x.
Cette fonction s'appelle la fonction dérivée de f.

Démonstration : Dérivée de la fonction inverse

u Vidéo https://youtu.be/rQIXfMN5pdk

1
Soit la fonction f définie sur R\{0} par f(x) = <

Démontrons que pour tout x de R\{0},ona: f'(x) = — xiz
Pourh #0eth # —a:
1 1 a—a-h —-h
fla+h)—f(@) Gih q _a(ath) a(@+h) 1
h h h h a(a+h)
. flath)—-f@ . (_ 1 )___
Or: }llgcl) h - }llir(l) a(at+h))~ g2

1
Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction f égal 8 — =
. . 1
Ainsi, pour tout x de R\{0},ona: f'(x) = -

Méthode : Dériver les fonctions usuelles

uVidéo https://youtu.be/9Mann4wOGJA

Calculer la dérivée de chacune des fonctions :

1
f(x) =100; g(x) = —=5x; h(x) = x*; k(x) =5 m) = Vx

Correction

fx) =100 - f'(x) =0
g(x) =-5x - g'(x) = -5
h(x) = x* > h'(x) = 4x3

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




1 , 5
k(x)=; —>k(x)=—;
1

m(x) =Vx >m'(x) =-—7=

2vVx

Partie 5 : Opérations sur les fonctions dérivées

u et v sont deux fonctions dérivables.

Fonction Dérivée

fx) = u(x) + v(x) f(x) =u'(x) +v'(x)
f(x) =ku(x), keR | f'(x) =ku'(x)
f(x) = ul)v(x) f'(x) =u'(x)v(x) + u@)v'(x)
fl) = __ iy = = 2

—u(x) fre = T u(x)?

_ @ vy W vx) —u)v'(x)
fe) = v(x) e = v(x)?

Démonstration pour le produit :
u Vidéo https://youtu.be/PI4ASTLGNXE

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.
On veut démontrer que pour toutadel,ona:

lim wn(ath)—wn@ _ u'(a)v(a) + u(a)v'(a)

h—0 h

(uv)(a+h)—(uv)(a) B u(a+h)v(a+h)—u(a)v(a)
- =

h
_u(a+h)v(a+h)—u@v(a+h)+u@v(a+h)—u@v@
- h
_ (w(a+h)~u(a))v(at+h)+u@(via+h)—v@)

_ u(a+h)—u(a) v(a+h)—v(a)

+u(a)

h h

En passant a la limite lorsque h tend vers 0, on a :

. u(ath)—w@ __, . v(at+h)—-va@
}ll_r}é —p - u (a) et }lll_r% B — (a)
Car u et v sont dérivables sur I.

Et,

.. 1. v (a+h)—v) (@) , ,

Soit, Illlrr(l) n =u'(a) +u(a)v'(a)

Ainsi: (uv)' = u'v + uwv’
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Méthode : Calculer les dérivées de sommes, produits et quotients de fonctions

2 Vidéo https://youtu.be/ehHoLK98HL0
uVidéo https://youtu.be/1fOGueiO_zk
B vidéo https://youtu.be/OMsZNNIIdrw
B vidéo https://youtu.be/jOuC7aq3YkM
B vidéo https://youtu.be/-MfEczGz_6Y

Dans chaque cas, calculer la fonction dérivée de f :

a) f(x) = 3x% + 4/x b) f(x) = 5x — 3x?

Af()=Bx*+40)(6x—1)  d)f(x) = e) f(x) =

2x2+5x

Correction
a) f(x) = u(x) +v(x)avecu(x) = 3x? > u'(x) = 3 x 2x = 6x
2
v(x) = 4/x - V' (x) = 4?—\/—_

2
Donc:f(x)=u(x)+v(x)=6x+\/—z

b) f(x) = u(x) + v(x) avec u(x) = 5x° » u/(x) = 5 x 3x? = 15x?
v(x) = —3x2 > v'(x) = =3 X 2x = —6x

Donc: f'(x) = u'(x) + v'(x) = 15x? + (—6x) = 15x% — 6x

c) f(x) = u(x)v(x) avec u(x) = 3x% + 4x > u'(x) = 6x + 4
v(x)=5x—1-v(x) =5

Donc: f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)
=(6x+4)5x—1)+(Bx?+4x) X5
= 30x% — 6x + 20x — 4 + 15x2 + 20x

= 45x% + 34x — 4
d)f(x)— avecu(x)—Zx +5x->u'(x) =4x+5
b ()= u' (%) _ 4x+5
onc: f1(x)= u(x)2  (2x245x)2

e)f(x) = v(x) avecu(x) =6x—5-u'(x)=6
v(x)=x2-2x—-1-v'(x) =2x -2

u' (v ) -u)v' (%)
v(x)?

Donc: f'(x) =

-5

22x1
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6(x%—2x—-1)—(6x—5)(2x—2)
- (x%2-2x-1)2
6x%2—-12x—6—12x%+12x+10x—10
B (x2-2x-1)2
—6x2+10x—16
(x2-2x—-1)2

Partie 6 : Etude des variations d'une fonction

1) Variations et signe de la dérivée

Théoréme : Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I.
-Si f'(x) < 0, alors f est décroissante sur I.
-Si f'(x) = 0, alors f est croissante sur I.

Remarques: -Sif'(x) = 0, alors f est constante sur [.
-Si f'(x) > 0, alors f est strictement croissante sur [.

Méthode : Comprendre le lien entre signe de la dérivée et variations de la fonction

u Vidéo https://youtu.be/dPIITNyBCiw

a) Soit la fonction f définie sur R, tel que f(2) = —1.
On donne le signe de la dérivée, compléter le tableau de variations.

—00 2 +o0

X
f'(x) - O +
f(x)

b) Soit la fonction f définie sur R, tel que f(4) = 3.
On donne les variations de la fonction f, compléter le tableau avec le signe de la dérivée.

x —@ 4 +o

f'(x) O

f0) / \

c) On donne la représentation graphique de la fonction f, compléter le tableau de variations.
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X —0 +
() o)
f(x)
-5 1 2
-1
=2
Correction
a) X —00 2 400
') - o) +
[10) /
-1
b) X —00 4 400
f'(x) + O —
3
£(x) / \
c) x — 00 —2 400
f'(x) + O —
5
f(x) /

2) Etude des variations d’une fonction du second degré

Méthode : Etudier les variations d’une fonction polynéme du second degré

u Vidéo https://youtu.be/EXTobPZzORo

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2x? — 8x + 1.
a) Calculer la fonction dérivée f” de f.

b) Déterminer le signe de f’ en fonction de x.

c) Dresser le tableau de variations de f.
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Correction
a)f'(x) =2%x2x—8=4x—8.

b) Etude du signe de la dérivée :
On commence par résoudre I'équation f'(x) = 0.
Soit:4x—8 =10

4x =8

8
- =2
4

X =

La fonction f” est une fonction affine représentée par une droite dont le
coefficient directeur 4 est positif.
Donc f’ est croissante. Elle est donc d’abord négative (avant x = 2)

puis positive (aprés x = 2). /
c) On dresse le tableau de variations en appliquant le théoréme :
X —00 2 +oo
f'@) - o) +

f0) \ _7 /

F(2)=2%x22-8x2+1=-7.

2) Etude des variations d’une fonction du 3¢ degré

Méthode : Etudier les variations d’une fonction polynéme du 3¢ degré

uVidéo https://youtu.be/23 Ba3NO0fud

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x3 + %xz —12x + 5.

a) Calculer la fonction dérivée f’ de f.
b) Déterminer le signe de f’ en fonction de x.
c) Dresser le tableau de variations de f.

Correction
a) f'(x) = 3x? 45 x 22 — 12 = 3x? + 9x — 12.

b) Etude du signe de la dérivée :

On commence par résoudre I'équation f'(x) = 0:

Le discriminant du trinéme 3x? 4+ 9x — 12 est égala A = 92 — 4 X 3 X (—12) = 225
—-9-/225 —9++/225 )

L'équation possede deux solutions : x; =—————=—4etx, =
2X3 2X3

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




Comme a = 3 > 0, les branches de la parabole représentant la
fonction dérivée sont tournées vers le haut (position « € »).
La dérivée est donc d’abord positive, puis négative, puis positive.

c) On dresse le tableau de variations en appliquant le théoréme :

14

-4

X — —4 1 40
f(x) + O — O
61

f(=4) = (—-4)* +;(—4)2 —12x(-4)+5=61

9 3
fA) =1 +5x17-12x1+5=—2

3) Etude des variations d’une fonction rationnelle

Méthode : Etudier les variations d’une fonction rationnelle

uVidéo https://youtu.be/5NrV-TXme 8

x+3
Soit la fonction f définie sur R\ {2} par f(x) = o x

a) Calculer la fonction dérivée f” de f.
b) Déterminer le signe de f ’ en fonction de x.
c) Dresser le tableau de variations de f.

Correction
a) f(x) =

X3 _u()
2—x  v(x)

avecu(x) =x+3-u'(x) =1
vx)=2—-x-v'(x) =-1

u’ () v(x)-u(x)v'(x)
v(x)?
1X(2—x)—(x+3)x(-1)
B (2-x)>
2—x+x+3
T (2%
5
" (2-x)?

Donc: f'(x) =
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b) Etude du signe de la dérivée :
(2 — x)? est un carré donc toujours positif.
Donc f'(x) > 0.

c) On dresse alors le tableau de variations :

X —00 2 +oo
f'(x) + +

f) / /

La double-barre dans le tableau
signifie que la fonction n’est pas
définie pour x = 2.

Partie 7 : Extremum d'une fonction

La fonction admet un maximum au point La fonction admet un minimum au point ou
ou la dérivée s’annule et change de signe. la dérivée s’annule et change de signe.
x X
f'(x) + ) - f(x) — @) +
max
min
max
min

Théoréme : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert I.
Si la dérivée f' s'annule et change de signe en un réel c alors f admet un extremum en
X =c.
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Méthode : Déterminer un extremum d’une fonction

u Vidéo https://youtu.be/zxyKLgnIMik

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 5x? — 10x + 1.

a) Calculer la fonction dérivée f’ de f.

b) Déterminer le signe de f’ en fonction de x.

c) Dresser le tableau de variations de f.

d) En déduire que la fonction f admet un extremum sur R. On précisera la valeur ou il est
atteint.

e) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe au point de I'extremum.

Correction
a) f'(x) =10x — 10

b) Etude du signe de la dérivée :
On commence par résoudre I'équation f'(x) = 0.
Soit: 10x —10=0

10x =10

10
x=—=1.
10

La fonction f” est une fonction affine représentée par une droite dont le coefficient directeur
10 est positif.
f’ est croissante. Elle est donc d’abord négative (avant x = 1) puis positive (aprés x = 1).

c) On dresse alors le tableau de variations :

x —0 1 +0o0
f'() - o) +
f()
—4
f()=5%x12-10x1+1=-4
2

d) On lit dans le tableau de variations que la fonction f admet un 1
minimum égala —4 en
x=1 1ol 1 2 3

e) Au point de I'extremum de la fonction, la dérivée s’annule.
Onaf'(1) =0. -2
La tangente est donc de pente nulle et parallele a I'axe des abscisses.
Comme f(1) = —4, 'équation de la tangente est y = —4.
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Méthode : Tracer une courbe a I'aide du tableau de variations

uVidéo https://youtu.be/gPhyoY-d VU

On donne le tableau de variations de la fonction f définie sur l'intervalle [-5 ; 7]
Tracer dans un repére une représentation graphique de la fonction f.

X -5 -1 4 7
f'(x) + o) - o) +
5 1
f(x)
2 —
Correction
On commence par placer les points de la courbe de coordonnées (—5;2), (—1;5), (4;—-2)
et (7;1).

La dérivée s’annule en —1, la courbe posséde donc une tangente horizontale d’équationy = 5
en —1.

De méme en 4, la courbe possede une tangente horizontale d’équation y = —2.

On trace ces deux tangentes au voisinage de —1 pour l'une et de 4 pour 'autre.

On trace la courbe passant par les quatre points en s’appuyant sur les deux tangentes.

-5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6

~

|
o
X
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Partie 8 : Fonctions composées

1) Définition d’'une fonction composée

Méthode : Identifier la composée de deux fonctions

u Vidéo https://youtu.be/08HgDgD6XLS

On considére la fonction f définie par f(x) = Vx — 3.
Identifier la composée de deux fonctions dans la fonction f.

Correction
On peut décomposer la fonction f en deux fonctions u et v telles que :
u v

fix—x—3—+Vx—3
Les fonctions u et v sont définies par : u(x) = x — 3 et v(x) = \/x

On dit que la fonction f est la composée de u par v et on note :

fx)=vou(x) = v(u(x)) =vVx—3

Définition :
On appelle fonction composée des fonctions u par v la fonction notée v o u définie par :

vou(x) = v(u(x)).

Méthode : Composer deux fonctions

u Vidéo https://youtu.be/sz2zqEz4hug

1
a) On considére les fonctions u et v définies par : u(x) = < et v(x) = x.
Exprimer les fonctions v o u et u o v en fonction de x.

X
b) Méme question avec u(x) = x2 + x etv(x) = T

Correction

a)Ona:u(x) —let v(x) =

vou(x) = v(u(x)) f

uov(x) = u(v(x)) =—

b)Ona:u(x) =x*+xetv(x) = ey

x%+x

vou(x) = v(u(x)) T X +x +1
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uov(x) = u(v(x)) = (HLl)Z + ﬁ

2) Dérivée d’une fonction composée

Fonction Dérivée
vou viouxu
ou v(u(x)) ou v'(u(x)) x u'(x)

Méthode : Déterminer la dérivée d’une fonction composée (cas général)

u Vidéo https://youtu.be/lwcFgnbsOEw

Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = eX +1,

Correction
On considére les fonctions u et v définies par : u(x) = x? + 1 et v(x) = e*

Alors: f(x) = e***1 = v(u(x))

Ona:u'(x) =2xetv'(x) =e”*

Donc: f'(x) = v’(u(x)) X u'(x)
= X’ *1x 2x

2
— erx +1

3) Cas particuliers de fonctions composées

Fonction Dérivée
N v
” el
2\/u
u™ avecn € Z* nu'u™?!
et u'et

19

Démonstrations :

- Ju(x) = vou(x) avec v(x) = vVx
Donc (w/u(x)), = v'(u(x)) x u'(x) = 2—% X u'(x), carv'(x) = %

. ' u' (%)
Soit ({/u(x)) —ZW
-(w)* =vou(x)avecv(x) = x™
Donc ((u(x)™)' = v'(u(x)) x u'(x) = n(u(x))n_1 x u'(x), car v'(x) = nx"?

Soit ((u(x))™)' = nu’(x)(u(x))n_1

- Démonstration analogue pour « e* ».
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Méthode : Déterminer la dérivée de fonctions composées (cas particuliers)

u Vidéo https://youtu.be/kE32EK8BXvs
I3 vidéo nhttps://youtu.be/5G4Aa82KH o

Déterminer la dérivée des fonctions définies par :

a)f(x) =vV3x2+4x—1 b) g(x) = (2x% + 3x — 3)* c) h(x) = Zea_lc

Correction
a)Onpose: f(x) = Ju(x)avecu(x) = 3x? +4x — 1 — u'(x) = 6x + 4
u' (x)

2,/ u(x)

6x+4

C 2V3xZ+4x—1

3x+2

C V3x2+4x-1

Donc: f'(x) =

b) On pose : g(x) = (u(x))*avecu(x) = 2x? +3x — 3 — u'(x) = 4x + 3
Donc: g'(x) = 4u'(x)(u(x))?
= 4(4x + 3)(2x?% + 3x — 3)3

1
c) On pose : h(x) = 2e*™) avec u(x) = oo u'(x) = — w3

Donc : h'(x) = 2u/(x)e*™

1\ 12
=2 (= e
2 1

= ——e;
xZ

4) Etude d’une fonction composée

Méthode : Etudier une fonction composée

u Vidéo https://youtu.be/I14HkvkpgjNw
u Vidéo https://youtu.be/VxOH1DV3Yqc
u Vidéo https://youtu.be/2RIBQILINYU

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe_g.

a) Calculer la dérivée de la fonction f.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

c) En s’aidant de la calculatrice et du tableau de variations, tracer la courbe représentative
de la fonction f.
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Correction
a) f'(x)=1x ez + x X (— %) ez , en effet : (e_;ﬁ)’ = (— %) ez,
= e_)z_c - ge_g

b) Commee 2 > 0, f'(x) est du signede 1 — %

f'est donc positive sur l'intervalle ]| —oo ; 2] et négative sur l'intervalle [2 ; +ool.
On dresse le tableau de variations :

—Q0

X
f'(x) +

) /

2
En effet: f(2) = 2e 2 = 2¢"? :%

400

o INOo|N
[

c)
1]
e — + \\
O T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
_]__
_2_
_3_
_4<

Partie 9 : Applications

1) Etude du signe d’une fonction

Méthode : Etudier le signe d’une fonction a I'aide de ses variations

u Vidéo https://youtu.be/nLoOEQIMLWO

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x3 + 4x — 5.
a) Démontrer que la fonction f est strictement croissante.
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b) Vérifier que 1 est une racine de f.
c) Dresser le tableau de variations de f et en déduire le signe de f en fonction de x.

Correction

a)f'(x) =3x%2+4

Comme un carré est toujours positif, f'(x) > 0.

On en déduit que la fonction f est strictement croissante.

b) f(1) =13+4%x1-5=0
Donc 1 est une racine de f.

c) X —00 1 +oo
f1(x) +
() 0

D’apreés le tableau de variations :
e [ est négative sur |—o0; 1],
e f estpositive sur [1; +ool.

2) Etudier la position de deux courbes

Méthode : Etudier la position relative de deux courbes

u Vidéo https://youtu.be/ON14GJOYogw

Soit f et g deux fonctions définies sur [2; +oo[ par: f(x) = x3 et g(x) = —5x + 18.
Etudier la position relative des courbes représentatives CretCy.

Correction
On va étudier le signe de la différence f(x) — g(x) :
Onpose: h(x) = f(x) — g(x) = x3 — (—5x + 18) = x3 + 5x — 18.

Ona:h'(x) =3x%2+5
Donc h'(x) > 0.

On en déduit que la fonction h est strictement croissante sur [2; +oo].

On dresse le tableau de variations :
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X 2 +o0
h'(x) +
h(x)
0

h(2)=23+5%x2-18=0
D’apreés le tableau de variations, ona: h(x) = 0.

Soit: f(x) —g(x) = 0etdonc f(x) = g(x).
On en deduit que la courbe Cy est au-dessus de la courbe Cj sur I'intervalle [2; +ool.

3) Résoudre un probleme d’optimisation

Méthode : Résoudre un probléme d’optimisation
u Vidéo https://youtu.be/VOgLF8iWARSs

Une entreprise fabrique des composants pour ordinateur. Pour une quantité x, exprimée en
milliers de composants, le colt total en milliers d'euros est :

C(x) = 0,2x% + 24x + 20 avec x € [0; 30].

La recette est alors égale a : R(x) = 30x.

Le bénéfice est la différence entre la recette et le colt total.

Déterminer le bénéfice maximal et le nombre de composants correspondants a produire.

Correction
@ On calcule I'expression de la fonction B donnant le bénéfice :
B(x) =R(x) — C(x)

= 30x — (0,2x2 + 24x + 20)

= 30x — 0,2x% — 24x — 20

= —0,2x%2 + 6x — 20

® On calcule la dérivée B’ :
B'(x) =—-02%X2x+6=—-04x+6

e On résout I'équation B'(x) =0 :

—04x+6=0
_ % _ 5
T 04

La fonction B’ est une fonction affine représentée par une droite dont le coefficient
directeur —0,4 est négatif.

B’ est décroissante, elle est donc d’abord positive (avant x = 15) puis négative
(aprés x = 15).

® Tableau de variations :
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X —o0 15 +o0
B'(x) + O -
25
B(x)

B(15) = —0,2 X 152 + 6 X 15 — 20 = 25

e On lit dans le tableau que la fonction B atteint son maximum en 15 et ce maximum est
égal a 25. Le bénéfice maximal est donc de 25 000 € pour 15 000 composants produits.
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