LIMITES, CONTINUITE, CONVEXITE

Partie 1 : Limite d'une fonction a l'infini

1) Limite infinie en oo

Définition :
On dit que la fonction f admet pour limite +oo0 en +oo,
si f(x) est aussi grand que I'on veut pourvu que x soit suffisamment grand.

Remarque : On a une définition analogue en —oo.

Exemple : .
La fonction définie par f(x) = x? a pour limite + Valeurs de f aussi
lorsque x tend vers +co. grandes que I'on veut

On a par exemple : £(100) = 1002 = 10 000
f(1000) =1000% =1000000

Les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes
que l'on veut dés que x est suffisamment grand.

Si on prend un intervalle |a ; +o[ quelconque,
toutes les valeurs de la fonction appartiennent a cet
intervalle des que x est suffisamment grand.

X-mmmmmmmmmmmmm e a DS

Pour x suffisamment grand

Définitions : - On dit que la fonction f admet pour limite +o0 en +oo si tout intervalle
Ja; +ool, a réel, contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment grand et on
note: lim f(x) = +o

xX—+00
- On dit que la fonction f admet pour limite —oo en +oo si tout intervalle |—oo ; b[, b réel,
contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment grand et on
note: lim f(x) = —oo

x>+

Remarques :
- Une fonction qui tend vers oo lorsque x tend vers 4o n'est pas nécessairement

croissante. Par exemple :
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- Il existe des fonctions qui ne possedent pas de limite infinie. C'est le cas des fonctions

sinusoidales.

AN

2) Limite finie en oo

Définition :

On dit que la fonction f admet pour limite L en +oo,
si f(x) est aussi proche de L que I'on veut, pourvu que x soit suffisamment grand et on

note: lim f(x) = L.

X—>+ 0

Remarque : On a une définition analogue en —oo.

Exemple :
La fonction définie par

1
fx)=2+ ;a pour limite 2

lorsque x tend vers +co.
On a par exemple :

1
100) =2 +—— = 2,01
f£(100) 00

10 000) =2+
f( ) 10 000
= 2,0001

Valeurs de f aussi proches de 2
que I'on veut

=

Ye-mmmmmme-

Pour x suffisamment grand

Les valeurs de la fonction se resserrent autour de 2 des que x est suffisamment grand.
La courbe de la fonction "se rapproche" de la droite d’équation y = 2 sans jamais la toucher.
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Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 2, toutes les valeurs de la fonction
appartiennent a cet intervalle dés que x est suffisamment grand.

Définition : Si lirP f(x) = L, la droite d'équation y = L est appelée asymptote horizontale
X—>+00

a la courbe de la fonction f en +oco.

Définition :
On dit que la fonction f admet pour limite L en 400 si tout intervalle ouvert contenant L
contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment grand et on note :
lim f(x) =L.
X—+00

Remarque : On a des définitions analogues en —o.

3) Limites des fonctions de référence

Propriétés :
- lim x? = 4o, lim x? = +
X—+00 X—>—00
- lim x3 = 4o, lim x3 = -
X—+00 X—>—00
- lim x™ = 400, lim x™ = 400 (pour n pair)
X—+00 X——00
- lim x™ = 400, lim x™ = —oo (pour n impair)
X—+00 X——00
- lim vVx =+
X—+00
. 1 . 1
- lim ==0, lim ==0
X—+00 x->—00 X
- lim e* = 400, lim e* =
X—+ 00 X—>—00

Partie 2 : Limite d'une fonction en un réel A

1) Définition

Définition :
On dit que la fonction f admet pour limite + en A4,
si f(x) est aussi grand que I'on veut pourvu que x soit suffisamment proche de A.
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Exemple :

La fonction définie par f(x) = % + 1 a pour limite +oo lorsque x tend vers 3.

On a par exemple :

f(2,99) = m-F 1 =101
1

Les valeurs de la fonction deviennent aussi
grandes que I'on veut des que x est
suffisamment proche de 3.

La courbe de la fonction "se rapproche" de la
droite d’équation x = 3 sans jamais la toucher.

Si on prend un intervalle |a ; +o[ quelconque,
toutes les valeurs de la fonction appartiennent a
cet intervalle dés que x est suffisamment proche

Valeurs de f aussi grandes
que |'on veut

1
i
i
1
i
i
1
i
i
1
i
i
1
i
i
1
X

de 3. Pour x suffisamment 3
proche de 3 :
Définition : Si : hnj f(x) =+ ou linz}lf(x) = —oo, la droite d'équation x = A est appelée
xX— xX—
asymptote verticale a la courbe de la fonction f.
r=A
A

Définitions : - On dit que la fonction f admet pour limite +00 en A si tout intervalle
Ja; +oof, a réel, contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de

A et on note : lirr}1 f(x) = +oo.
X—

- On dit que la fonction f admet pour limite —co en A si tout intervalle | —oo ; b, b réel,
contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de A et on

note : lim f(x) = —oo.
x—A
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2) Limite a gauche, limite a droite :

Exemple :
Considérons la fonction inverse définie sur R* par

1
fe) =7
La fonction f admet des limites différentes en 0

selon que :
x>0o0ux<O0.

® Six > 0: Lorsque x tend vers O, f(x) tend vers
+00 et on note :

}CIL% f(x) =+ ou xlgggf(x) = +o00.

x>0

On parle de limite a droite de 0

e Six < 0:Lorsque x tend vers O, f(x) tend vers
—oo et on note :

lim f(x) = —o ou lim f(x) = —oo.
x—-0 x—0"
x<0

On parle de limite a gauche de 0.

Jip 00 = <o

Méthode : Déterminer graphiquement des limites d'une fonction

u Vidéo https://youtu.be/9nEJCL3s2eU

On donne ci-dessous la représentation graphique de la fonction f.
a) Lire graphiquement les limites en —oo, en 400, en —4 et en 5.

b) Compléter alors le tableau de variations de f.

X —00 —4 2

+ oo

f()
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Correction

a)e lim f(x)=5
X——00
La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 5 en —oo et +o0.

o lim f(x) =4
xX—>—4

lim f(x) =5
xX—+ 00

La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = —4.
e lim f(x) =4+wet lim f(x) = —o0
x—5~ x-5%

La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = 5.

2)

X —00 — 4 + o
oo || + + o0 5
5 —
25
X =|—4 x=5

20
15
10

y=5 ’ ﬁ—'

-7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 3 4 6 7 8
-5

Partie 3 : Opérations sur les limites

1) Utiliser les propriétés des opérations sur les limites

a peut désigner 400, —co ou un nombre réel.

SOMME
}Ci_{rcl(f(x) = L L L +00 —00 +00
chi_r)rcll glx) = L' +o00 —00 +o00 —00 —00
chl_r)lcllf(X) +g(x)=|L + 1L 400 —00 400 —0o0 F.l.*

* Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.
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PRODUIT oo désigne +o0 ou —o0

lim f(x) = L L 0 0
lim g(x) = L' o0 Ioe] o)
X—->a

lim f)Xg() = | LxL'| e, | o, | Fk

On applique la regle des signes pour déterminer si le produit est +00 ou —oo

QUOTIENT oo désigne +o0 ou —©
lim fGO=1 1L |L+0| L o0 00 0
limg(x) =120 0 o0 L 00 0

X
im /( ) £ 00 0 00 F.l. F.l.
wagx) | I X X

On applique la regle des signes pour déterminer si le quotient est +c0 ou —oo

Méthode : Calculer la limite d'une fonction a I'aide des formules d'opération

u Vidéo https://youtu.be/at6pFx-Umfs

Déterminer les limites suivantes : a) lim (x —5)(3 + x2) b) lirgl 1x—23x
X——00 x—3— X—

Correction
a) lim (x—=5)(3+x2) =7
X——00

X——00

lim x? = +oodonc lim 3+ x% =+

X——00 X——00

{lim x—5=—m

Comme limite d'un produit: lim (x —5)(3 + x2) = —»
X—>—00
1-2x
i =27
b) xhgl— x=3

xX—3"
limx—3=0"

X—3

{lim 1—-2x=1-2%x3=-5

5
Une limite de la forme « o » est égale a « o ».
Donc, d’apreés la regle des signes, une limite de la forme « 0—_ » est égale a « +00 ».

) . . 1-2x
D’ou, comme limite d'un quotient : hm_T3 =+
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2) Cas des formes indéterminée

Comme pour les suites, on rappelle que :

Les quatre formes indéterminées sont, par abus d'écriture :

o 0
00 — 00 0 X oo — —
o 0

Méthode : Lever une forme indéterminée a I'aide de factorisations (1)

u Vidéo https://youtu.be/4NQbGdXThrk

Calculer: lim —3x3+2x?—6x+1

xX—>+00

Correction
lim —3x3+2x?2—-6x+1=

xX—+ 00

lim —3x3 = —»
. X—+0o
lim 2x2? = +oo.
X—+00
On reconnait une forme indéterminée du type "oco — oo".

e Levons l'indétermination en factorisant par le monéme de plus haut degré :

2 6 1
—3x3+2x2—6x+1=x3< 3+———2+—3)
x?  x

.2 . 6 . 1
e lim == lim — = lim —3=0.
x—+00 X  x—4o00 X x—>+00 X

Donc, par limite d’une somme :

2 6 1
lim 34> -5 +—5=-3
X—+00 x2 x3
2 6 1
lim —34+>-—S+—5=-3
e { Xx—>+oo x2

lim x3 = +oo
X—+00

Dong, par limite d’un produit :
2 6 1
lim x3 <—3 +;——+—) = —

xX—+ 00

Soit: lim —3x3+2x2—-6x+1=—

X—+00

Méthode : Lever une forme indéterminée a I'aide de factorisations (2)

u Vidéo https://youtu.be/8tAVaditblic
u Vidéo https://youtu.be/pmWPfsQaRWI
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_ 2x2—5x+1 . 3x%42
Calculer: a)xl_l)rglOo 6x2_E b)xl_l,r_noo 4x—1

Correction
a) ® En appliquant la méthode précédente pour le numérateur et le dénominateur cela
conduirait a une forme indéterminée du type " "

e Levons l'indétermination en factorisant par les mondémes de plus haut degré :

5 1 5 1
2x2—5x+1_x2X2—;+; 2--+5
2 _ =2 5 5
6x5 5 X 6—; 6_x_2
e lim §= lim 12: lim — =
x—+00 X xX—+00 X x—+00 X

Donc, comme limite de sommes :

5 1 5
lim 2——+4+—==2 et Ilim 6——=6
X—>+0o0 X xZ X—>+00 x2

® Donc, comme limite d’un quotient :

"xo+w  6x2—=5 3

b) e Il s'agit d'une forme indéterminée du type "g "

e Levons l'indétermination en factorisant par les mondémes de plus haut degré :

2 2
3xz+2_x2 3+_x2_ 3+_x2
—4 _1——X 1—XX 1

X X 4_; 4 — =

X

e lim 1_ lim %zo
x——0co X X—>—00 X

Donc, comme limite de sommes :

2 1
lim 3+—2=3 et lim 4 —— =4
X X

X——00 X——00

® Donc, comme limite d’un quotient :

2
3+ ") 3
lim =
x—>—00 4 _ 1 4
X
e De plus, lim x = —oo, donc, comme limite d’un produit :
X——00
2
3+
lim x X == —00
X——00

X
Lo 3x242
Soit: M =1 =~
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Méthode : Lever une forme indéterminée a 'aide de I'expression conjuguée

u Vidéo https://youtu.be/n3XapvUfXJQ
u Vidéo https://youtu.be/y7Sbgkb9RoU

Calculer: a) lim vx +1—+x b) hmT

X—+ 00 -5

Correction

a)e lim Vx+1=+4wet lim Vx = +o0

X—+00 X—+00

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — oo".

e Levons l'indétermination a 'aide de I'expression conjuguée :

(Vx+1—vx) (Vo + 1+ Vx)
Vet == rr14Vx
_ (D) - (V)
C Vx+l+x

_ x+1—x
Vx+1+Vx

1
SVt I+

e Comme limite d’une somme : lim Vx + 1 + +x = +oco.

X—+ 00

Et donc, comme limite d’un quotient : lim

1
xmtoo JXFIAVE
Soit lim Vx +1—+/x=0.

X—+00

hm\/x— —-2=VY5-1-2=0

b) e §%75

limx—-5=5-5=0
xX—5

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "%".

e Levons l'indétermination a 'aide de I'expression conjuguée :
Vr=1-2 (Va=1-2)(Jx—1+2)
x—5 (x—5)(Vx—1+2)

x—1—4

:(x—S)(\/x—1+2)
x—5

:(x—S)(\/x—1+2)
1

Vvx—1+2
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11
elimvx—1+2=+v5—-1+2=4

x—5
D limite o tient lim —~ !
onc, comme limite d un quotient, ona : IlIMN ———— = —.
9 x-5Vx—14+2 4
o x—=1-2 1
Soit : lim—— =-.
x-5 x—5 4

Méthode : Déterminer une asymptote

u Vidéo https://youtu.be/0LDGK-QkL80
u Vidéo https://youtu.be/pXDhrx-nMto

-2
Soit f la fonction définie sur R \ {1} par f(x) = P
Démontrer que la courbe représentative de la fonction f admet des asymptotes dont on

précisera la nature et les équations.

Correction
. e . . -2
e lim 1— x = —oo donc comme limite d’'un quotient, ona: lim 1% = 0.
x—+00 x—+00 1—X
N . -2
On prouve de méme que : lim T—x = 0.
x——co 1—X

On en déduit que la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe
représentative de f en 400 et en —oo.

. S . . =2
e lim 1 — x = 0" donc comme limite d’'un quotient,ona: lim —— = —oo
x—>1~ x—1- 1—x

. _ o . . =2
Et lim 1 —x = 0~ donc comme limite d’un quotient, ona: lim =—— = 400
x—-1t x—1+ 1—x

On en déduit que la droite d'équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe
représentative de f.
X[=1
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Partie 4 : Limite d'une fonction composée

Méthode : Déterminer la limite d'une fonction composée

l: Vidéo https://youtu.be/DNU1M3Ii76k

1
Soit la fonction f définie sur [E ; +00[ par: f(x) = /2 —%

Calculer la limite de la fonction f en +co.

Correction
Ona: lim 1 = 0, donc lim 2—1 =2
x—>+00 X xX—>+00 X

. , . , . 1
Donc, comme limite d’'une fonction composée : lim |2 — <= V2

X—+ 00

En effet, six - +o0,0na: X=2—%—>2etdonc:}(irr%\/)_(=\/§.

Partie 5 : Limites et comparaisons

1) Théorémes de comparaison

Théorémes : Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I = Ja; +ool.

, fx) < g(x) , ,
-Sipourtoutxdel,ona: {XLITOO F(x) = +oo alors xgrpwg(x) = +oo (Fig.1)
, fx) < g(x) , _
- Sipourtout x del,ona {xlj)I—Eloo g(x) = —oo alors xl_1>r+noof(x) = —oo (Fig.2)

Remarque : On obtient des théorémes analogues en —co.

A v/w' | .
Figure 1 / i Figure 2

Par abus de langage, on
pourrait dire que la fonction | / G
f pousse la fonction g vers / 1
+0o0 pour des valeurs de x | C \
suffisamment grandes.

Démonstration dans le cas de la figure 1 :
liIP f(x) = +oo donc tout intervalle Jm ; +oo[, m réel, contient toutes les valeurs de f(x)
X—>+ 00

deés que x est suffisamment grand, soit : f(x) > m.

Or, dés que x est suffisamment grand, ona f(x) < g(x).

Donc dés que x est suffisamment grand, on a: g(x) > m. Et donc lirP g(x) = +oo.
X—>400
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2) Théoréme d'encadrement

Théoréme des gendarmes :
Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I = Ja ; +ool.

f() < g(x) < h(x)

Si pourtoutx del,ona: xl_i)r}loof(x) =L alors lirP gx)=1L.
lim h(x) =L *
X—+ 00

Remarque : On obtient un théoreme analogue en —oo.

Par abus de langage, on pourrait dire que les fonctions f et h (les gendarmes) se resserrent
autour de la fonction g pour des valeurs de x suffisamment grandes pour la faire tendre vers
la méme limite.

Ce théoreme est également appelé le théoréme du sandwich.

Méthode : Utiliser les théoremes de comparaison et d'encadrement

u Vidéo https://youtu.be/OAtkpYMdu7Y
u Vidéo https://youtu.be/EoljvPphja0

Calculer: 1) lim x + sinx 2) lim xgosx
xX—+0o x>t X241

Correction

1) e lim sinx n'existe pas.
X—+0o

Donc sous la forme donnée, la limite cherchée est indéterminée.
Levons l'indétermination :

e —1 <sinx

Donc:x —1 < x + sinx.

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




14

e lim x — 1 = +oo donc d'apres le théoréme de comparaison :
X—+o00

lim x +sinx = +o
X—+00

2) e lim cosx n'existe pas.

xX—+ 00

Donc sous la forme donnée, la limite cherchée est indéterminée.

Levons l'indétermination :
e—1<cos(x)<1
Donc: —x < xcos(x) < x,carx >0
Et donc:
x x cos(x) X

X241 x24+1 “xZ+1

X X 1

° = =
x2+1 x(x+l) x+l
x X

lim 1= 0 donc lim x + 1: + 00,
x—+00 X—+00 X

. 1 e .
Etdonc: lim —5 = 0, comme limite d’un quotient.
X—+00 x+§

Onadonc: lim — = lim =
x—+o X241 xo+o x2+1

. C . xcos(x
D'aprés le théoreme des gendarmes, ona: lim xcos(x) = 0.

x—>+00 x24+1

Partie 6 : Notion de continuité

Le mathématicien allemand Karl Weierstrass (1815 ; 1897) apporte les premiéres
définitions rigoureuses au concept de limite et de continuité d'une fonction.

1) Définition

Définition intuitive :
Une fonction est continue sur un intervalle, si sa courbe représentative peut se tracer sans
lever le crayon.

Méthode : Reconnaitre graphiquement une fonction continue

u Vidéo https://youtu.be/XpjKserte6o

Etudier graphiquement la continuité des fonctions f et g définies et représentées ci-dessous
sur l'intervalle [-2; 2].
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Correction
® La courbe de la fonction f peut se tracer sans lever le crayon, elle semble donc continue
sur l'intervalle [-2; 2].

® La courbe de la fonction g ne peut pas se tracer sans lever le crayon, elle n’est donc pas
continue sur I'intervalle [—2 ; 2].
Cependant, elle semble continue sur [—2; 1] et sur |1 ; 2].

Propriétés : Soit une fonction f définie sur un intervalle I contenant un réel a.
- f est continueen asi: lim f(x) = f(a).
x—a

- f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.

Théoréme : Si une fonction est dérivable sur un intervalle I, alors elle est continue sur cet
intervalle.

- Admis -

Exemples et contre-exemples :

ld I3

-0— —

T © T T 7 9 T T
f est continue en a f est continue en a f est continue en a

’ | |

' [

' [

|

' [
. | g |

|
- | I

la
f n'est pas continue en a f n'est pas continue en a
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2) Cas des fonctions de référence

Les fonctions suivantes sont continues sur I'intervalle donné.

Fonction Intervalle
[x| R
x" (n € N) R
Polyn6me R
e* R

Vx [0; +oof
1 ]—o0;0[

x et ]0; 4oo[

sin x R
COS X R

3) Opérations sur les fonctions continues :

Propriétés :
f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I.
ef+g,fxg, f*(ne€N)etel sont continues sur /.

® Si g ne s"annule pas sur I, alors = est continue sur .

® Si f est positive sur I, alors \/7 est continue sur I.

Remargue : Dans la pratique, les fleches obliques d’un tableau de variations traduisent la
continuité et la stricte monotonie de la fonction sur I'intervalle considéré.

Méthode : Etudier la continuité d'une fonction définie par morceaux

u Vidéo https://youtu.be/03WMLyc7rLE

—x + 2, pour x < 3.
On considére la fonction f définie sur R par f(x) ={x — 4, pour 3 <x <5

—2x + 13, pour x =5
La fonction f est-elle continue sur R ?

Correction

Les fonctions x — —x + 2, x — x — 4 et x — —2x + 13 sont des fonctions polynémes
donc continues sur R.

Ainsi la fonction f est continue sur |—oo; 3[, sur [3; 5[ etsur [5; +ool.

Etudions alors la continuité de f en3eten5:

-lim f(x) =1lim —x+2=—-3+2=-1
x—-3~ x—3~
,Cll)r?+f(x) :,}L%Lx_“ =3—-4=-1
Donc: lim f(x) = lim f(x) = f(3)
x—3~ x—-3%

Et donc la fonction f est continue en 3.
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-lim f(x) =limx—4=5-4=1
xX—-5~ xX—5~

lim f(x) = lim —2x+13=—-—2Xx5+13=3
x-5% x-5%

La limite de f en 5 n'existe pas. On parle de limite a gauche de 5 et de limite a droite de 5.
La fonction f n'est donc pas continue en 5.

La fonction f est continue sur ]—oco ; 5[ et sur

[5; +oof. 3]

En représentant la fonction f, on peut \\

observer graphiquement le résultat 1

précédent. ]
O T T T T T

0 1 3 4 5 6 7

N DN \

Partie 7 : Théoreme des valeurs intermédiaires

Exemple :
On donne le tableau de variations de la fonction f.
x | —4 -3 -1 1
3 19
f / \ /
-1 -1

Il est possible de lire dans le tableau, le nombre de solutions éventuelles pour des équations
du type f(x) = k.

e L’équation f(x) = 18 posséde 1 solution comprise dans l'intervalle ] -1 ; 1[.

e L’équation f(x) = 0 posséde 3 solutions chacune comprise dans un des intervalles
1-4;-3[ 1-3;-1[et]-1;1[.

e L’équation f(x) = —3 ne possede pas de solution.

e L’équation f(x) = 3 posséde 2 solutions : I'une égale a —3, 'autre comprise dans
I'intervalle |—1; 1[.
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Théoreme des valeurs intermédiaires :
e On considere la fonction f continue sur l'intervalle [a ; b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet au moins une
solution comprise entre a et b.

F () I RS |
3K SIITTITITTITTTTITY SYTTITPAIRP VPR
f(@) $oeeemeeeeen
/ ’ solutions / ’

@ Dans le cas ou la fonction f est strictement monotone sur l'intervalle [a ; b], alors la
solution est unique.

a i\ Eb

solution

- Admis -

Dans la pratique :
Pour démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle [a ; b],
on démontre que :
1. f est continue sur [a ; b],
2. f change de signe sur [a ; b],
3. f est strictement monotone sur [a ; b],
Les conditions 1 et 2 nous assurent que des solutions existent.
Avec la condition 3 en plus, nous savons que la solution est unique.

Méthode : Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires (1)

u Vidéo https://youtu.be/fkd7c3IAc3Y

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x3 — x2 — 1.
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1) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur l'intervalle [1 ; 2].
2) A I'aide de la calculatrice, donner un encadrement au centiéme de la solution a.

Correction

1) » La fonction f est continue sur l'intervalle [1 ; 2], car une
fonction polynéme est continue sur R.

« f()=13-12-1=-1<0
f2)=28-22-1=3>0
Donc la fonction f change de signe sur l'intervalle [1; 2].

o f'(x) =3x2—-2x=x(3x —2)
Donc, pour tout x de [1;2], f'(x) > 0.
La fonction f est donc strictement croissante sur l'intervalle [1 ; 2].

(] D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation
f(x) = 0 admet alors une unique solution sur I'intervalle [1; 2].

2) A l'aide de la calculatrice, il est possible d'effectuer des
« balayages » successifs en augmentant la précision.

u Vidéo TI https://youtu.be/MEkhOfxPakk
u Vidéo Casio https://youtu.be/XEZ5D19FpDQ
uVidéo HP https://youtu.be/93mBoNOpEWg

e La solution est comprise entre 1,4 et 1,5. 1 2 _1Y 1
En effet : f(1,4) ~ —0,216 < 0 11 -6.879
f(1,5) = 0,125 >0 1.2 -9.712
1.3 =9.493
ETEN -©.216
15 0.12%5
16 0.536
1.7 1023
A Y1
e La solution est comprise entre 1,46 et 1,47. 1;3'9 :g%:g
En effet : £(1,46) ~ —0,019 < 0 141 -0.185
£(1,47) ~ 0,0156 > 0 142 | -0.153
1.43 =0.121
1.44 ~0.088
1.45 =0.065Y
On en déduit que: 1,46 < a < 1,47. m_l y? -999911._';95
1.48 0.051Y4
Remarque : 1.49 0.0878

Une autre méthode consiste a déterminer un encadrement par dichotomie :

http://www.maths-et-tiques.fr/telech/Algo SolEqua.pdf
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Méthode : Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires (2)

u Vidéo https://youtu.be/UmGQf7gkvLg

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x3 — 4x% + 6.
Démontrer que I'équation f(x) = 2 admet au moins une solution sur [-1; 4].

Correction
e f est continue sur [-1 ; 4] car une fonction polyndme est continue sur R.

ef(-1)=(-1)3-4(-1D?*+6=1
fF(A)=43—4x42+6=6
Donc 2 est compris entre f(—1) et f(4).

(] D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que I'équation f(x) =
2 admet au moins une solution sur l'intervalle [-1 ; 4].

Remargue : Ici, on n’a pas la stricte monotonie de f, donc on n’a pas l'unicité de la solution.

Partie 8 : Application a I’étude de suites

Théoreme :

Soit une fonction f continue sur un intervalle I et soit une suite (u,) telle que pour tout n,
ona:u, €letu,,; = f(u,).

Si (u,,) converge vers L alors f(L) = L.

- Admis -

Méthode : Etudier une suite définie par une relation de récurrence du type u, 1 = f(uy)

u Vidéo https://youtu.be/L7bBL4z-r90
u Vidéo https://youtu.be/LDRx7aS9JsA

Soit (u,) la suite définie par uy, = 8 et pour tout entier naturel n, u,,; = 0,85u,, + 1,8.
1) Dans un repeére orthonormé, on considere la fonction f définie par
f(x) =0,85x + 1,8.

a) Tracer les droites d’équations respectives y = 0,85x + 1,8 et y = x.

b) Dans ce repere, placer u, sur I'axe des abscisses, puis en utilisant les droites
précédemment tracées, construire sur le méme axe u,, u, et uz. On laissera apparent les
traits de construction.

c) A l'aide du graphique, conjecturer la limite de la suite (u,).

2) En supposant que la suite (u,,) est convergente, démontrer le résultat conjecturé dans la
question 1.c.
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Correction

1) a) b) - On place le premier terme u, sur I'axe des abscisses. On trace I'image de
Uy par f pour obtenir sur I'axe des ordonnées u; = f(ug).

- On reporte u, sur I'axe des abscisses a |'aide de la droite d’équation y = x.

- On fait de méme pour obtenir u, puis u;...

/

y=0,8x+1,8

101
u3 P e e e e e —————————
3 T Ty

i I e L Tt T T

L e T

C Prrrrrcrcr e r e r e r e r e r e r e e m - —-————-—————-

S e e e

10 12

c

O
N
-
o
©

c¢) En continuant le tracé en escalier, celui-ci se rapprocherait de plus en plus de
Iintersection des deux droites. On conjecture que la limite de la suite (u,,) est 12.

2) La suite (u,) converge et la fonction f est continue sur R. La limite L de la suite (u,,) est
donc solution de I'équation f(L) = L.

Soit: 0,85L+ 1,8 =1L

L-085L=18

0,15L. =18

L=18:015=12

La suite (u,) converge vers 12.

Afficher la représentation graphique en escalier sur la calculatrice :

u Vidéo Tl https://youtu.be/bRIvVs9KZuk
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u Vidéo Casio https://youtu.be/9iDvDn3iWqQ

uVidéo HP https://youtu.be/wML003kdLRo

Partie 9 : Fonction convexe et fonction concave

1) Dérivée seconde

Définition : Soit une fonction fdérivable sur un intervalle I dont la dérivée f’ est dérivable
sur /.
On appelle fonction dérivée seconde de f sur I la dérivée de f’ et on note :

) = ().

Méthode : Calculer la dérivée seconde d’une fonction
uVidéo https://youtu.be/W6rypabq8uA

Calculer la dérivée seconde de chacune des fonctions f, g et h définies par :
f(x) =3x3—-5x2+1

g(x) = xe*
h(x) = cos (2x)

Correction
o f'(x) =9x% — 10x
f'(x) = (f'(x)) = 18x — 10

eg'(x)=1xe*+xe*=e*(1+x)
g'xX)=e*(1+x)+e*x1=e*2+x)

e h'(x) = —2sin (2x)
h''(x) = =2 X 2 cos(2x) = —4cos (2x)

2) Définitions avec les cordes

Définition : Une corde est un segment reliant deux
points d'une courbe.

RV
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Définitions : Soit une fonction f définie sur un intervalle I.
- La fonction f est convexe sur I, si sa courbe est entierement située en dessous de chacune

de ses cordes.
- La fonction f est concave sur I, si sa courbe est entierement située au-dessus de chacune

de ses cordes.

Fonction convexe Fonction concave

3) Définitions avec les tangentes

Définitions : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.
- La fonction f est convexe sur I, si sa courbe est entierement située au-dessus de chacune

de ses tangentes.
- La fonction f est concave sur I, si sa courbe est entierement située en dessous de chacune

de ses tangentes.

-~

/ \

Fonction convexe Fonction concave

Méthode : Reconnaitre graphiquement la convexité
3 Vidéo https://youtu.be/ERML85Y_s6E

Reconnatitre graphiquement la convexité des deux fonctions représentées sur l'intervalle
[-3; 5].
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b)

Correction

a) La fonction est concave. Sa courbe est en effet entierement située en dessous de chacune

de ses tangentes.

771 2 3 4 s

b) La fonction est d’abord convexe puis concave.

3

T~

Remarque : On aurait pu obtenir ses résultats en utilisant les cordes.
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4) Propriétés

Propriétés :
- La fonction carré x — x? est convexe sur R.
- La fonction cube x +— x3 est concave sur |—0 ; 0] et convexe sur [0 ; +ool.

1
- La fonction inverse x +— — est concave sur |—co ; 0[ et convexe sur |0 ; +ool.
X

- La fonction racine carrée x — /x est concave sur [0 ; +oo].

- Admis -

Propriété :

Soit une fonction f définie et deux fois dérivable sur un intervalle I.

- Dire que la fonction f est convexe sur I, revient a dire que sa dérivée f' est croissante sur
I, soit: f''(x) = 0.

- Dire que la fonction f est concave sur I, revient a dire que sa dérivée f’ est décroissante
sur I, soit: f''(x) < 0.

Remarque : Dans la pratique, pour étudier la convexité d’une fonction, on détermine le signe
de la dérivée seconde.

Démonstration :
u Vidéo https://youtu.be/-0G8I5Batuo

- Démontrons que : f est convexe, si f' est croissante :

On considere la fonction g dérivable sur | et définie par :

g(x) = fx) — f'(@)(x — a) - f(a).

Alors: g'(x) = f'(x) — f'(a).

Or f' est croissante sur |, donc g’ est également croissante.

De plus, g'(a) = 0. Donc g’ est négative pour x < a et positive pour x = a.
On peut donc compléter le tableau de variations de g.

T a

g'(x) - 0 +

g(x) \0/

Eneffet: g(a) = f(a) — f'(a)(a—a) — f(a) =0

Donc g(x) = O sur .

Soit f(x) = f'(@)(x —a) + f(a)

On en déduit que la courbe représentative de f est au-dessus de ses tangentes sur | et donc
que f est convexe sur .

- Démonstration analogue pour prouver que : f est concave, si f’ est décroissante.
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Méthode : Etudier la convexité d’une fonction

uVidéo https://youtu.be/8H2aYKNSNGE

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = %x3 —9x2 + 4.
Etudier la convexité de la fonction f.

Correction

f'(x) = x* — 18x.

f"(x) =2x —18
Ona:f"(x) =0pourx =09.

Pourtoutx <9, f"(x) < 0.
Pourtoutx =9, f"(x) = 0.

Donc f est concave sur |—o ;9] et f est convexe sur [9; +ool.

Partie 10 : Point d'inflexion

26

Définition : Soit une fonction f dérivable sur
unintervalle I.

Un point d'inflexion est un point ou la courbe
traverse sa tangente.

Propriété : Au point d'inflexion, la fonction change de convexité.

Exemple :

On considére la fonction cube x — x3. 2

La tangente en O est I'axe des abscisses.

Pour x < 0, la courbe est en dessous de sa tangente.
Pour x = 0, la courbe est au-dessus de sa tangente.

La tangente a la courbe traverse donc la courbe en ce point. -1 /0

L’origine est donc le point d'inflexion de la courbe de la fonction cube.
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Méthode : Reconnaitre graphiquement un point d’inflexion

u Vidéo https://youtu.be/r8sYr6Toelo
Déterminer graphiquement le point d’inflexion des fonctions représentées ci-dessous.

a)

2 /

3 2 1 o0 1 N3 4

=1
b)

3

2

1

/ 2 3 4 5
Correction

a) La fonction est d’abord concave puis convexe. Le point de coordonnées (0 ; 1) semble étre
un point d’inflexion de la courbe.

b) La fonction est d’abord convexe puis concave. Le point de coordonnées (2 ; 1) semble étre
un point d’inflexion de la courbe.
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Méthode : Etudier la convexité pour résoudre un probléme

uVidéo https://youtu.be/ XlgCelLcN1k

Une entreprise fabrique des clés USB avec un maximum de 10 000 par mois.
Le co(t de fabrication C (en milliers d'euros) de x milliers de clés produites s'exprime par :
C(x) = 0,05x3 — 1,05x2 + 8x + 4, définie sur I'intervalle [0 ; 10].

1) A l'aide de la calculatrice, conjecturer la convexité de la fonction C.
En déduire si la courbe possede un point d'inflexion.

2) Démontrer ces résultats.

3) Interpréter les résultats obtenus au regard du contexte de I'exercice.

Correction
1) La fonction semble concave sur l'intervalle [0 ; 7] et convexe sur l'intervalle

[7 ; 10]. La courbe semble posséder un point d'inflexion pour x = 7.
Y¥1=0.05K3-1.05X2+8X+Y

X=6.969697 Y¥=25.680302
2) C(x) = 0,05x3 — 1,05x% + 8x + 4

C'(x) =0,15x2—-2,1x + 8
C"(x)=03x—-2,1
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Or,0,3x — 2,1 =0 pourx =7.
On peut ainsi résumer les variations de C’ et la convexité de C dans le tableau suivant :

X 0 7 10
C"(x) — o] +
C'(x) T~ _—
Convexité de C concave convexe

Cc(7) = 25,7
Ainsi, le point de coordonnées (7 ; 25,7) est un point d'inflexion de la courbe.

3) Avant le point d'inflexion, la fonction est concave, la croissance du colt de fabrication C
ralentie. Apres le point d'inflexion, la fonction est convexe, la croissance du colt de
fabrication s'accélere.

Ainsi, a partir de 7000 clés produites, la croissance du colt de fabrication s'accélere.

Méthode : Prouver une inégalité en utilisant la convexité d’une fonction

uVidéo https://youtu.be/AaxQHIsxZkg

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x3 — 2x2.

a) Etudier la convexité de la fonction f.
b) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe de la fonction f en 1.
c) En déduire que pour tout réel x négatif, ona: x3 — 2x2 < 7x + 4.

Correction

a) f'(x) = 3x? — 4x.
2
f"(x) = 6x — 4 qui s’annule pour x = 3

Pour tout x < %:f”(x) <0.
Pour tout x > %:f”(x) > 0.

2 2
Donc f est concave sur ]—oo ;§] et f est convexe sur [§ ; +00[.

b) L’équation de la tangente a la courbe de la fonction f en -1 est de la forme :

y=f'(-D(x- (D) +f(-1)
Ona: f'(-1) =3x(-1)2—4x(-1)=7
f(-1) = (12 -2x(-1)? = -3

Donc, I'équation de la tangenteen—-1est:y = 7(x + 1) — 3 soit :
y=7x+4

2 . , . _
c) f est concave sur ]—oo ;§] donc sur cet intervalle, la courbe représentative de f est située

en dessous de ses tangentes.
Soit, en particulier, la courbe de f est située en dessous de la tangente en —1.
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Onaainsi, f(x) <7x + 4 sur]—oo ,%]

Soit x3 — 2x? < 7x + 4 sur ]—oo ,%] et donc en particulier pour tout x négatif.

y=7x+ 4

| Do

-1.5

=3

3
T
I
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