FONCTIONS DE REFERENCE

Partie 1 : Fonction carré

1) Définition et propriétés

Définition : La fonction carré est la fonction f définie sur R par f(x) = x2.

Remarque : 5]
Dire que la fonction carré est définie sur R signifie que
x peut prendre n’importe quelle valeur de R. v. 4

X -2 | -1 0 1 2

f)| 4 10| 1] 4 2]

La courbe d’équation y = x? de la fonction carré est

appelée une parabole. . . 3 . .
PP P ) -1 0 1 2

Propriété : La courbe d’équation y = x2 de la fonction carré est symétrique par rapport a
I’axe des ordonnées. La fonction carré est paire.

Méthode : Comparer des images

u Vidéo https://youtu.be/-d3fE8d0YOc

1) Représenter la fonction carré f dans un repére.

2) a) Comparer graphiquement les nombres f(0,5) et f(2).
b) Méme question avec f(—1,5) et f(—1).

3) Vérifier par calcul le résultat de la question 2b.

Correction
1)

2) a) En tracant les images de 0,5 et de 2 par la
fonction f, on constate que :

£(0,5) < f(2).

-2 -15 -1 -050 0.5 1 15
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b) En tragant les images de —1,5 et de —1 par la fonction f, on constate que :

f(=1) < f(=15).

2 -15 -1

3)Ona f(x)zxz.
Ainsi: f(—1,5) = (—1,5)? = 2,25.

f-1) = (-1)? =1
On en déduit que f(—1) < f(—1,5).

Résoudre une inéguation avec la fonction carré :

uVidéo https://youtu.be/Xv_mdK9kaCA 5
2) Variations de la fonction carré 4
uVidéo https://youtu.be/B3mM6LYdsF8 3
Propriété : 2
La fonction carré est décroissante sur l'intervalle
]—0; 0] et croissante sur I'intervalle [0 ; +oo]. "
2 1 0 1 2

Démonstration :

uVidéo https://youtu.be/gu2QnY8 9xk

On pose : f(x) = x2.

- Soit a et b deux nombres réels quelconques positifs tels que a < b.
f)—f(a)=b*-a*=(b-a)b+a)

Orb—a>0,a=0eth = 0donc f(b) — f(a) = 0 ce qui prouve que f est croissante sur
I'intervalle [0 ; +oo].

- La décroissance sur l'intervalle ]—oo ; 0] est prouvée de maniére analogue en choisissant
a et b deux nombres réels quelconques négatifs tels que a < b.
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Partie 2 : Fonction racine carrée

1) Définition et propriétés

Définition : La fonction racine carrée est la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par

f(x) =+x.

Remarque : La fonction racine carrée n’est pas définie pour des valeurs négatives.

Résoudre une inéquation avec la fonction racine carrée :
u Vidéo https://youtu.be/UPI7RoSOVhg

2) Variations de la fonction racine carrée

u Vidéo https://youtu.be/ql)-1iz8Tvz4

Propriété : La fonction racine carrée est
strictement croissante sur l'intervalle 1
[0; +oof.

Démonstration :

u Vidéo https://youtu.be/1EUTICIDac4

On pose : f(x) = /x.

Soit a et b deux nombres réels positifs tels que a < b.

~ _ (Vb—Va)(¥b+va) Vb —Va_  b-a
f(b)—f(a)—\/B—\/E— Vb+Va T Vb+va Vb+Va
orvb++a > 0etb—a > 0.Donc f(b) — f(a) >0

Donc f(a) < f(b).

Ce qui prouve que f est croissante sur l'intervalle [0; +oo].

Propriété : Si a et b sont deux nombres réels positifs, on a alors :
a<b estéquivalentd +a<Vb

En effet, la fonction racine carrée étant croissante, I'ordre est conservé.
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Partie 3 : Fonction inverse

1) Définition et propriétés

1
Définition : La fonction inverse est la fonction f définie sur R\{0} par f(x) = "

Remargues :

e Dire que la fonction inverse est définie sur ]R\{O} signifie que x peut prendre n’importe
quelle valeur de R sauf 0.
On dit que la fonction inverse n’est pas définie en 0.

e L’ensemble R\{0} peut se noter également ] —oo; 0 [U] 0; +oo [ ou encore R*.

x -2 |-1/025|1 | 2

W] = W

f)|-05|-1| 4 | 105

1
La courbe d’équationy = * de la fonction

inverse est appelée une hyperbole. 3 2 - 0 " "2 '3 ‘4

|
]
i

_3_

1
Propriété : La courbe d’équation y = — de la fonction inverse est symétrique par rapport a
x

I'origine du repere. La fonction inverse est impaire.

Méthode : Calculer une image ou un antécédent par la fonction inverse

u Vidéo https://youtu.be/gHDcYSHfSIk

3
On considére la fonction f définie sur R\{0} par f(x) = 2 + "

a) Calculer les images de 3 et de 6 par la fonction f.
b) Calculer I'antécédent de 7 par la fonction f.
Correction

a)-Imagede 3:

3
f(3)=2+§=2+1:3.
L'image de 3 est 3.
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-lmage de 6 :
3
f(6) :2+€:2+0’5:2’5
L'image de 6 est 2,5.

b) Antécédent de 7 :
On résout I’équation f(x) =7

3
Soit:2+— =
X
—=7-2
X
3
=5
X
3 5
x 1
_3x1
=7
_3
XT3

3
L’antécédent de 7 est E

Résoudre une inéquation avec la fonction inverse :
u Vidéo https://youtu.be/VO7NxCI7Eto

2) Variations de la fonction inverse

u Vidéo https://youtu.be/VI2ribFF22Y

Propriété :

La fonction inverse est décroissante sur
I'intervalle ]—oo ; O] et décroissante sur 4
I'intervalle O ; +ool.
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Démonstration :

u Vidéo https://youtu.be/cZYWnLA30q0

1
On pose: f(x) = "

- Soit a et b deux nombres réels strictement positifs avec a < b.
(b) (@) = 1 1 a-b

/ fla)= b a ab

Ora>0,b >0eta—b <0.Donc f(b) —f(a) <0.

f est ainsi décroissante sur l'intervalle ]0 ; +oo].
- La décroissance sur l'intervalle | —oo ; 0] est prouvée de maniére analogue.

Propriété : Si a et b sont deux nombres réels de méme signe, on a alors :

1

a < b estéquivalent a p > 5

En effet, la fonction inverse étant décroissante, I'ordre est renversé.

Méthode : Résoudre une inéquation avec la fonction inverse

u Vidéo https://youtu.be/7K0171ZjSRw

Résoudre I'inéquation suivante pour tout x strictement positif :

4
—+2<5
X

Correction

4
—+2<5
X

4
-<5-2

VAN

VAN

& On divise de part et d’autre par 4.

\%

& On applique la propriété donnée plus haut.
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Partie 4 : Fonction cube

1) Définition et propriétés

‘ Définition : La fonction cube est la fonction f définie sur R par f(x) = x3.

Propriété : La courbe d’équation y = x3 de |a
fonction cube est symétrique par rapport a
I'origine du repere. La fonction cube est impaire.

2) Positions relatives des courbes d’équations: y = x, v = x% ety = x3

3 2
Yy==x Y=

Yy==

ok ]

N
-

Propriété : Pour des valeurs positives de x, on a :
- Six = 1:Llacourbe d’équation y = x> se trouve au-dessus de la courbe d’équation y =

x? qui se trouve elle-méme au-dessus de la courbe d’équation y = x.
- Si0 < x < 1:Llordre précédent est inversé.

Démonstration :

u Vidéo https://youtu.be/op54acayjlQ

e 1°cas:six>1:
- Pour étudier les positions relatives des courbes d’équations y = x et y = x?2,

Yvan Monka — Académie de Strasbourg — www.maths-et-tiques.fr




il suffit d’étudier le signe de x? — x.
or,x?—x=x(x—1)=0carx>1etx > 0.

Donc, la courbe d’équation y = x? se trouve au-dessus de la courbe d’équation
y=Xx.

- Pour étudier les positions relatives des courbes d’équations y = x? ety = x3,
il suffit d’étudier le signe de x3 — x?2.

or,x3—x?2=x?(x—1)=0carx > 1etx? > 0.

Donc la courbe d’équation y = x3 se trouve au-dessus de la courbe d’équation
y = x2.

e 2ecas:si0<x<1:

-Danscecas, x2—x=x(x—1)<Ocarx >0etx—1<0.

Donc, la courbe d’équation y = x2 se trouve en dessous de la courbe d’équation
y = X.

-Et,x3 —x?2=x%(x—1)<0carx—1<0etx?>0.

Donc la courbe d’équation y = x3 se trouve en dessous de la courbe d’équation
y = x2.

3) Variations de la fonction cube

uVidéo https://youtu.be/PRSDu_PgCZA

3
Propriété : La fonction cube est strictement croissante
sur R. 2
Propriété:a < b est équivalenta a3 < b3 1

En effet, la fonction cube étant croissante, I'ordre est
conservé.

Méthode : Ordonner des nombres avec la fonction cube

u Vidéo https://youtu.be/8h8uAqOwH1A

Sans calculatrice, ranger les nombres suivants dans I'ordre croissant :

1 2\3
;v 0
8 3
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Correction

Ona:
1 1 13 1\3 , ,

La fonction cube conserve I'ordre.
Donc, pour ranger dans 'ordre croissant les nombres :

I
2 (=5) 3
il suffit de ranger dans I'ordre croissant ces nombres sans I'exposant 3.
Soit, a ranger :

3

1 1 . 2
3
Or:
-5 —<=-<4
< <2<3<
Donc:
INCEZAN
el <) <6 <
(-5 < <2 <3 <
Soit :

. 1 .
-5 < <§<<ﬂ < 43

Partie 5 : Fonctions affines

u Vidéo https://youtu.be/XOwoyupaPx0

1) Définitions

Exemple :
Voici les tarifs d’entrée pour un stade de football :

e Tarif 1: 8 € I'entrée
e Tarif 2 : 4 € I'entrée avec la carte demi-tarif qui colte 40 €
e Tarif 3 : 'abonnement pour la saison qui colte 92 €

.\
v

Soit x le nombre d’entrées.
On a calculé pour chaque tarif, la dépense pour x = 6 entrées.

Nombre d’entrées x xX=06
Tarif 1 8xX6=48€
Tarif 2 4xX6+40=64€
Tarif 3 92 €

On exprime en fonction de x la dépense pour chaque tarif.

Tarif1: 8 X x
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On a défini une fonction qu’on appelle f et on note : f(x) = 8x

Tarif2:4 X x + 40
On a défini une fonction qu’on appelle g et on note : g(x) = 4x + 40

Tarif 3:92
On a défini une fonction qu’on appelle h et on note : h(x) = 92

Définitions :

Une fonction de la forme :

x — ax + b est appelée fonction affine
x — ax est appelée fonction linéaire

x +— b est appelée fonction constante.

Exemple :
On reprend I'exemple précédent :

e Tarif 1: f : x — 8x est une fonction linéaire.
Ici, le prix est proportionnel au nombre d’entrées.
Une fonction linéaire traduit une situation de proportionnalité.

e Tarif2: g : x — 4x + 40 est une fonction affine.

e Tarif 3: h : x — 92 est une fonction constante.
Ici, le prix est constant quel que soit le nombre d’entrées.

Propriété : Une fonction linéaire est une fonction affine telle que b = 0.

Méthode : Reconnaitre une fonction affine

u Vidéo https://youtu.be/r5f6kS-8ePM

Justifier que les fonctions suivantes sont affines en donnant la valeur de a et de b dans
I’écriture
x— ax +b.

1) f(x)=2x+1

2) g(x) =x
3)h(x) =2—x
4) k(x) =3

5 1(x) =3(x—-1)

Correction
Une fonction affine s’écrit sous laforme x — ax + b

1) f(x)=2x+1 a=2 b=1
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2)g(x) =x=1x+0 a=1 b=0
L’écriture g(x) = x est sous la forme x + ax avec a = 1 donc la fonction est aussi linéaire.
3h(x)=2—x=—-1x+2 a=-1b=2

4) k(x) =3 =0x+3 a=0 bh=3
L’écriture k(x) = 3 est sous la forme x — b avec b = 3 donc la fonction est aussi constante.

51I(x) =3x—-1)
=3Xx—3x%1
=3x—3 a=3 b=-3

Exemple :
On reprend I'exemple précédent :

1) Avec le tarif 2, on calcule le prix dépensé pour 18 entrées.
Onadonc:x =18

Calculons g(18) = 4 x 18 + 40 = 112

Avec le tarif 2 : 18 entrées colitent 112 €.

On dit que 112 est I'lIMAGE de 18 par g et on note :
g(18) =1120ug: 18 — 112

2) On cherche maintenant x tel que g(x) = 84.
Soit:4x + 40 = 84
4x = 44
x =11
On dit que 11 est un ANTECEDENT de 84 par g et on note :
g(11) =840ug:11+ 84

Interprétation :
Avec le tarif 2, 11 entrées colitent 84 €.

2) Représentation graphique d’une fonction affine

u Vidéo https://youtu.be/0Q37ZFZnqZg

Exemple :
On poursuit I'exemple précédent :

Pour chaque tarif, on souhaite représenter sur un méme graphique la dépense en fonction
du nombre d’entrées.
Pour construire ces représentations graphiques, on utilise le tableau de valeurs suivant :

X 6 11 15
Tarif1: f(x) = 8x 48 88 120
Tarif2: g(x) = 4x + 40 64 84 100
Tarif3: h(x) = 92 92 92 92
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Les représentations graphiques sont des droites.

Propriétés : 1) Une fonction affine est représentée par une droite.
2) Une fonction linéaire est représentée par une droite passant par I'origine.
3) Une fonction constante est représentée par une droite paralléle a I'axe des abscisses.

Méthode : Représenter graphiquement une fonction affine

u Vidéo https://youtu.be/7xyYABOyKjM

Représenter graphiquement les fonctions affines suivantes :
1) f(x) = 4x
2)g(x) =2x—5

12

; (2,8)
Correction 8
Une fonction affine est représentée par une droite. 6
Or, pour tracer une droite, il suffit de déterminer deux points.
5
1) @ f est une fonction linéaire, donc sa droite représentative passe par
I'origine. 4
3
e Déterminons un deuxieme point appartenant a la droite :
Par exemple : six = 2, alors f(2) =4 x 2 = 8. 2
Le point de coordonnées (2 ; 8) appartient a la droite.
1
® On trace ainsi la droite passant par I'origine et le point de
coordonnées (2 ; 8). 1 0 1 > 3
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2) g est une fonction affine, déterminons deux points appartenant a sa droite représentative :

e Par exemple :six = 0, alors g(0) =2 X 0 —5 = —5. Le point de coordonnées (0 ; -5)

appartient a la droite.

e Parexemple :six = 2, alors g(2) =2X2—-5=4—75 = —1. Le point de coordonnées

(2 ;-1) appartient a la droite.

e On trace la droite passant par les points de coordonnées (0 ; -5) et (2 ; -1).

/

3) Fonction affine et droite associée

u Vidéo https://youtu.be/KR8AgLUngeg

Exemple :
Soit (d) la représentation graphique de la
fonction affine définie par f(x) = x — 1.

On a par exemple :

Six=2alors f(x) =f(2)=2-1=1.

Le point A de coordonnées (2 ; 1) appartient a
la droite (d).

De méme, six = 3,alors f(x) = f(3) =3 —
1=2.

Le point B de coordonnées (3 ; 2) appartient a
la droite (d).

De facon générale :
Le point M de coordonnées (x ; f(x))
appartient a la droite (d).

(2;-1)

Yvan Monka — Académie de Strasbourg — www.maths-et-tiques.fr




Cependant :
Le point C de coordonnées (4,5 ; 3) n’appartient pas a la droite (d).
En effet, six = 4,5, alors f(x) = f(4,5) =4,5—1=3,5etnon pas 3 !

4) Coefficient directeur et ordonnée a I'origine

Définition : Soit la fonction affine f définie par f(x) = ax + b.
o a s’appelle le coefficient directeur,
e b s’appelle 'ordonnée a I'origine.

Méthode : Déterminer une fonction affine a I'aide de son coefficient directeur et de son

ordonnée a l'origine

u Vidéo https://youtu.be/EONTYyDRqWFM

u Vidéo https://youtu.be/bgySp9gT8kA

uwdéo https://youtu.be/tEiuCP_oekY 2
uVidéo https://youtu.be/q68CLk2CNik )

Déterminer graphiquement |'expression de \

la fonction f représentée par la droite 3 2
(d) et de la fonction g représentée par la
droite (d").
Correction
y (d
2 .
, 1 @& Ce nombre s’appelle le coefficient directeur

7

4

Ce nombre s’appelle 'ordonnée a I'origine
(-2 se lit sur I'axe des ordonnées)

Pour (d) : Le coefficient directeur est 2
L'ordonnée a I'origine est —2

& « (si on avance de 1 : on monte de 2)
0 -

L'expression de la fonction f, représentée par la droite (d), est: f(x) = 2x — 2
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Pour (d"):  Le coefficient directeur est —0,5

L'ordonnée a l'origine est —1
L’expression de la fonction g, représentée par la droite (d’), est: g(x) = —0,5x — 1
Remarques :

- Si le coefficient directeur est positif, alors on « monte » sur la droite en la parcourant de
gauche a droite. On dit que la fonction affine associée est croissante.

- Si le coefficient directeur est négatif, alors on « descend » sur la droite en la parcourant de
gauche a droite. On dit que la fonction affine associée est décroissante.

5) Accroissements

Propriété des accroissements :
Soit la fonction affine f définie par f(x) = ax + b et deux nombres distincts m et n.
_fm)—f)

m-—-n

Alors: a

Remargue : Dans le calcul de a, inverser m et n n’a pas d’importance.
. fm)—=f(m) f)—-f(m)

m-—-n n-m

En effe

Exemple :

On considére la fonction affine f telle que f(2) = 3 et f(5) = 4.

Le coefficient directeur de la droite représentative de f est égal a:
f2)—f5) 3—-4 -1 1

2-5 2-5 -3 3

Méthode : Déterminer I'expression d’une fonction affine

u Vidéo https://youtu.be/cXI6snfEJbg

Déterminer la fonction affine f vérifiant: f(2) =4et f(5)=1

Correction
f est une fonction affine de la forme f(x) = ax + b
Déterminer f revient a trouver les valeurs de a et b.

e On applique la propriété des accroissements pour trouver le
coefficient directeur a :

a_f(Z)—f(S)_4—1_i__1
- 2-5 2-5 -3

donc: f(x) = (—1)x + b soit f(x) = —x + b.

e Or,onaparexemple: f(5)=1
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Comme: f(x)=—x+b
Ona: f(5)=-5+0b
Donc:1=-5+4+0b
Soit:b=1+5

b=6

D'ou: f(x) = —x + 6.

Remarque : On peut vérifier en calculant f(2) et f(5).

6) Variations des fonctions affines
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Propriété : Soit f une fonction affine définie sur R par f(x) = ax + b.

Sia > 0, alors f est croissante.
Sia < 0, alors f est décroissante.
Sia = 0, alors f est constante.

Démonstration :

Soient m et p deux nombres réels tels que m < p.
f@)—f(m) =(ap+b) —(am+b) =alp —m)
Onsaitquem < pdoncp —m > 0.

Le signe de f(p) — f(m) est le méme que celui de a.

- Sia > 0,alors f(p) — f(m) >0soit f(m) < f(p).
Donc f est croissante.

- Sia=0,alors f(p) — f(m) =0soit f(m) = f(p).

Donc f est constante.

- Sia <0,alors f(p) — f(m) <0 soit f(m) > f(p).
Donc f est décroissante.

Méthode : Déterminer les variations d’une fonction affine
u Vidéo https://youtu.be/9x1mMKopdIO

Déterminer les variations des fonctions affines suivante :
a)f(x)=3x+2 b)glx)=7-6x c)h(x) = —x

Correction

1) f(x) =3x+2 a > 0 donc f est croissante.
2)g(x) =7—6x=—6x+7 a < 0doncg est décroissante.
3)h(x) = —x =—1x a < 0 donc h est décroissante.
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Partie 6 : Fonctions homographiques

1) Définition

ax+b
cx+d’

Une fonction homographique f est définie par f(x) = oua, b, c et d sont des

nombres réels donnés et ¢ # 0.

Exemples :
()_2x—3
flx T ox—1
) = 3x
A x—1

— La fonction inverse est une fonction homographique telle que :
a=0,b=1,c=1etd =0.

On peut tracer la courbe représentative d'une fonction homographique a l'aide de la
calculatrice graphique. Il s'agit d'une hyperbole.

5257y

847 A1 1is3

8.23 |

2) Ensemble de définition

L’ensemble de définition d’une fonction est I’ensemble des nombres réels qui ont une
image par f.

ax+b
cx+d

Une fonction homographique f de la forme f(x) = est donc définie lorsque :
cx + d # 0 c'est-a-dire lorsque x # —%.

L’ensemble de définition de f est]—OO; —%[ U ]—% ; +00[.

Méthode : Déterminer 'ensemble de définition d’une fonction homographique

u Vidéo https://youtu.be/ngzGb45n854
Soit la fonction f définie par f(x) =

X
3x—6°
Déterminer 'ensemble de définition de f.
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Correction
Le dénominateur ne peut pas s’annuler.
3x — 6 = 0 est équivalenta x = 2.

La fonction f n’est donc pas définie pour x égal a 2.
L’ensemble de définition de f est | — o0 ;2[U] 2; +oo].

3) Représentation graphigue

Toutes les fonctions homographiques sont définies sur 'ensemble des nombres réels
privé d’une valeur.

Pour cette valeur, la fonction homographique n’a pas d’image.

Les représentations graphiques des fonctions homographiques sont donc constituées de
deux parties distinctes.

Méthode : Etude graphique d’une fonction homographique

uVidéo https://youtu.be/CXCm8RCbHMO

Soit g la fonction définie sur ] — oo ;2[U] 2; +oo[ par g(x) = 23Txx
a) Tracer la courbe représentative de g a I'aide d’une calculatrice graphique.

b) Par lecture graphique, donner les variations de g.

Correction
a)

b) Il est également possible d

La fonction g est croissante sur l'intervalle | — oo ; 2[ et croissante sur l'intervalle
12; 4oo].
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