UARIABLES ALEATOIRES

En 1654, Blaise Pascal (1623 ; 1662) entretient avec Pierre de
Fermat (1601 ; 1665) des correspondances sur le theme des
jeux de hasard et d'espérance de gain qui les menent a
exposer une théorie nouvelle : les calculs de probabilités.

lls s’intéressent a la résolution de problémes de dénombrement
comme par exemple celui du Chevalier de Méré :

« Comment distribuer équitablement la mise a un jeu de hasard
interrompu avant la fin ? »

|. Variable aléatoire et loi de probabilité

1) Variable aléatoire

Exemple :
Soit I'expérience aléatoire : "On lance un dé a six faces et on regarde le résultat."

L'ensemble de toutes les issues possibles Q ={1;2; 3 ;4 ;5 ; 6} s'appelle l'univers
des possibles.

On considére I'événement A : "On obtient un résultat pair."
Onadonc:A={2;4;6}.

On considére I'événement élémentaire E : "On obtient un 3".

On adonc: E ={3}.

Définitions :

- Chaque résultat d'une expérience aléatoire s'appelle une issue.

- L'univers des possibles est I'ensemble des issues d'une expérience aléatoire.
- Un événement est un sous-ensemble de l'univers des possibles.

- Un événement élémentaire est un événement contenant une seule issue.

Exemple :
Dans I'expérience précédente, on considere le jeu suivant :

- Sile résultat est pair, on gagne 2€.

- Sile résultat est 1, on gagne 3€.

- Sile résultat est 3 ou 5, on perd 4€.
On a défini ainsi une variable aléatoire X surQ ={1;2;3;4;5; 6} qui peut prendre
les valeurs 2, 3 ou —4.
On adonc: X(1) =3, X(2) =2, X(3) =—4, X(4) =2, X(5) =4, X(6) =2

Définition : Une variable aléatoire X est une fonction définie sur un univers Q et a
valeur dans R.
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2) Loi de probabilité

Exemple :

B vidéo https://youtu.be/IBqkrg8pxQ4
B vidéo https://lyoutu.be/OnD Ym95Px4

On considére la variable aléatoire X définie dans I'exemple précédent.

1

Chaque issue du lancer de dé est équiprobable et égale a P
3 1
La probabilité que la variable aléatoire prenne la valeur 2 est égale a s = >
1
Onnote : P(X=2) = Px
R 1 2 1
De méme : P(X=3)=getP(X=—4)=g =§.

On peut résumer les résultats dans un tableau :

Xi —4
P(X = xl-)

N =N
N =W

W] =

Ce tableau résume la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Définition : Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les
valeurs x, x2, ..., xa.
La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité P(X = x;).

Remarques :
- P(X = x;) peut se noter p..

-prtp2t.tp,=1

Exemple :
1 1 1
Dans lI'exemple traité plus haut : p; + p> + p3 = 3 + 3 + A =1.

Méthode : Déterminer une loi de probabilité
3 Vidéo https:iiyoutu.be/2Ge ahclPnl

Soit I'expérience aléatoire : "On tire une carte dans un jeu de 32 cartes."

On considére le jeu suivant :

- Sion tire un coeur, on gagne 2 €.

- Sion tire un roi, on gagne 5 €.

- Sion tire une autre carte, on perd 1 €.

On appelle X la variable aléatoire qui a une carte tirée associe un gain ou une perte.
Déterminer la loi de probabilité de X.

La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 2, 5, —1 mais aussi 7.
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En effet, si on tire le roi de cceur, on gagne 5(roi) + 2(cceur) = 7 €.

- Si la carte tirée est un coeur (autre que le roi de coeur), X = 2.

P(X=2)= 3l2

- Si la carte tirée est un roi (autre que le roi de coeur), X = 5.
P(X=5)= 3%

- Si la carte tirée est le roi de coeur, X = 7.

PX=7)= 3%

- Si la carte t2ir1ée n'est ni un ceeur, ni un roi, X =-1.
PX=-1)= 22

La loi de probabilité de X est :

Xi —1 2 5 7

7
P(X = Xi) 2 N i l
32 32 32 32

O tat +p+p;3+ 21, 7 3 1 1
a i P2t b by 32 32 32 32

[l. Espérance, variance, écart-type

Définitions : Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les
valeurs x;, x2, ..., Xn.
La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité p, = P(X = x;).

- L'espérance mathématique de la loi de probabilité de X est :
E(X)=prxi+p2x2+ ...+ puXn = LI PiX;

- La variance de la loi de probabilité de X est :
V(X) = pi(xs = E(X))* + p2(x2 = E(X))? + ... + palxa — E(X))* = XL p; (x; — E(X))?

- L'écart-type de la loi de probabilité de X est: a(X) = /V(X)

Méthode : Calculer I'espérance, la variance et I'écart-type d'une loi de probabilité

3 Vidéo https:/iyoutu.be/AcWVxHgtWp4
3 Vidéo https:/iyoutu.be/elpgMDSU5t8
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Dans le jeu de la "Méthode" du paragraphe précédent, calculer I'espérance, la
variance et I'écart-type de la loi de probabilité de X et interpréter les résultats pour
I'espérance et I'écart-type

15

1
E(X) = (1)+—x2+—x5+3—2x7—ﬁ

<>—<—>—<—>—<—>—<—>

o(X) = /5,1865 = 2,28

15
L'espérance est égale a 35~ 0,5 signifie qu'en jouant un grand nombre de fois a ce

jeu, on peut espérer en moyenne gagner environ 0,50 €.
L'écart-type est environ égal a 2,28 signifie qu'avec une espérance proche de 0,50 le
risque de perdre de I'argent est important.

Remarques :
- L'espérance est la moyenne de la série des x; pondérés par les probabilités p;.

En effet :

D1X1+P2X2++DpXp  P1X1+D2X2++PnXn
EX)=prx;+p2x2+...+ppXxy = =

1 pP1tp2+-+bn
En répétant un grand nombre de fois I'expérience, la loi des grands nombres nous
permet d'affirmer que les fréquences se rapprochent des probabilités théoriques.
La moyenne des résultats se rapprochent donc de I'espérance de la loi de
probabilité.
L'espérance est donc la moyenne que I'on peut espérer si I'on répéte
I'expérience un grand nombre de fois.

- La variance (respectivement I'écart-type) est la variance (respectivement I'écart-
type) de la série des x; pondérés par les probabilités p;.

L'écart-type est donc une caractéristique de dispersion "espérée" pour la loi de
probabilité de la variable aléatoire.

Propriétés : Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q.
Soit a et b deux nombres réels.

Ona: E(aX+b) = aE(X)+b V(aX+b) = a?V(X)
Démonstrations :
n
E(aX +b) = Z pi(ax; + b) V(aX +b) = Z pi(ax; +b— @E(X) +b))°
i=1

Zplxl + bz D = Zn:pi(axi - aE(X))2

Tl

Z i+bx1 =a2,§n:pi(xi—E(X))2

=1
= aE(X) +b = a’V(X)
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Méthode : Simplifier les calculs d'espérance et de variance a I'aide d'une variable
aléatoire de transition

3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/liITvCBEXVY

Une entreprise qui fabrique des roulements a bille fait une étude sur une gamme de
billes produites. Le diamétre théorique doit étre égal a 1,3 cm mais cette mesure
peut étre légérement erronée.

L'expérience consiste a tirer au hasard une bille d'un lot de la production et a
mesurer son diameétre.

On considére la variable aléatoire X qui, a une bille choisie au hasard, associe son
diamétre.

La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

Xi 1,298 1,299 1,3 1,301 1,302

P(X = x) 0,2 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculer I'espérance et I'écart-type de la loi de probabilité de X.

Pour simplifier les calculs, on définit la variable aléatoire Y = 1000X — 1300.
La loi de probabilité de Y est alors :

Xi -2 -1 0 1 2

P(Y = x) 0,2 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculons I'espérance et la variance de la loi de probabilité de Y :

E(Y) =-2x0,2 + (-1)x0,1 + 1x0,4 + 2x0,1 = 0,1

(Y) = 0,2x(-2 - 0,1)? + 0,1x(-1 - 0,1)? + 0,2x(0 — 0,1)? + 0,4x(1 — 0,1)?
+0,1x(2 -0,1)>=1,69

On en déduit I'espérance et la variance de la loi de probabilité de X :
E(Y) = E(1000X — 1300) = 1000 E(X) — 1300
E(Y)+1300 0,1+1300

= =1,3001

1000 1000

Donc: E(X) =

(Y) = ¥(1000X — 1300) = 10002 ¥(X)
V(YY) = 1,69
10002 10002

1,69 1,3
Etdonc:o(X) = /10002 = 1000 =0,0013

Conclusion : E(X) = 1,3001 cm et 6(X) = 0,0013 cm.

Donc:V(X) =
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[1l. Somme de variables aléatoires

Exemple :
On considére deux jeux dont les gains sont donnés :

- pour le premier jeu, par la variable aléatoire X qui prend les valeurs 1 et 2.

- pour le second jeu, par la variable aléatoire Y qui prend les valeurs -2, 3 et 4.

Par exemple, I'événement (X = 1) n (Y = —2) signifie qu’on a gagné 1 € au premier
jeu et perdu 2 € au deuxiéme jeu.

Considérons la variable aléatoire somme X + Y donnant le gain total cumulé aux
deux jeux.

Alors la variable aléatoire X + Y peut prendre les valeurs :

-1,0,4,5 et 6.

En effet, on a parexemple X + Y =0 avec (X =2) n (Y = =2).

Par ailleurs, pour calculer par exemple, la probabilité de 'événement X + Y = 5, on
pourra calculer : P(X+Y =5)=P(X =1 n (¥ =4))+P(X=2)n (Y =3))
On cherche toutes les sommes X + Y égales 5.

Si de plus, les événements X et Y sont indépendants, alors on a :
PX+Y=5=PX=1)P =4)+PX =2)P(Y =3)

Définition : Soit X et Y deux variables aléatoires. La loi de probabilité de la variable
aléatoire somme X + Y est donnée par :

PX+Y =k) = Z P(X =) N (Y =)
i+j=k
Si, de plus, les évenements (X = i) et (Y = j) sont indépendants, alors on a:

PX+Y=k)= PX =0 P =))

Remarqgue : Le symbole ¥
Si par exemple, i et j sont des entiers naturels et k = 2 alors :
PX+Y=2)= z P((X=0)Nn( =)

i+j=2

=P(X=0)N¥ =2)+P(X=DN{¥=1))+P((X=2)n( =0))

Méthode : Déterminer la loi d’'une somme de variables aléatoires
3 Vidéo https:/iyoutu.be/0I7tz80Gh-s

On considére le jeu suivant qui se déroule en deux parties :

- La 1°r partie consiste a lancer une piéce de monnaie. Si on tombe sur « pile », on
gagne 1 €, si on tombe sur « face », on gagne 2 €.

- La 2° partie consiste a lancer un dé a 6 faces. Si on tombe sur un chiffre pair, on
gagne 1 €, si on tombe surle « 3 » ou le « 5 », on gagne 2 €.

Si on tombe surle « 1 », on perd 5 €.

La variable aléatoire X désigne les gains a la 1° partie, la variable aléatoire Y
désigne les gains a la 2° partie.

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




On considére que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Etablir la loi de probabilité de la variable aléatoire somme S = X + Y donnant le gain
total cumulé a la fin des deux parties.

Dans le tableau ci-dessous, on présente toutes les sommes possibles :

w1 2
5 |-4|-3
1|23
2 (3|4

Ainsi,on a:
P(S =—-4)=PX =1)P(Y = =5) en effet, les variables X et Y sont indépendantes.
1 1 1
=2%6~12
P(S=-3)=P(X =2)P(Y = -5)
1 1 1

=276 12
P(S=2)=P(X =1)P(Y =1)
1 1

1
=X —-—=—
2 2 4

P(S=3)=P(X =1)P(Y =2)+P(X =2)P(Y = 1)
1

1.1 1.1 1 5
2

X = — —_ =
X3t T2
P(S=4)=P(X =2)P(Y =2)
1 1 1
=—X—-—=—
2 3 6

On peut présenter la loi de probabilité de S dans un tableau :

k —4 -3 2 3 4

1 1

rs—m | L 1 1 H 1
12 12 4 12 6

V. Espérance et variance de combinaisons linéaires de variables
aléatoires

1) Linéarité de I'espérance

Propriétés :
1)E(aX +b) =aE(X)+bavecae Reth e R Q)EX+Y)=EX)+EY
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2) Variance

Propriétée :
1) V(aX +b) =a?V(X)aveca e Retb €R
2) Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes : V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Méthode : Simplifier les calculs d'espérance et de variance a l'aide d'une variable
aléatoire de transition

3 Vidéo https:/iyoutu.be/ljITVCBEXVY

Une entreprise qui fabrique des roulements a bille fait une étude sur une gamme de
billes produites. Le diamétre théorique doit étre égal a 1,3 cm mais cette mesure
peut étre légérement erronée.

L'expérience consiste a tirer au hasard une bille d'un lot de la production et a
mesurer son diameétre.

On considére la variable aléatoire X qui, a une bille choisie au hasard, associe son
diamétre.

La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

Xi 1,298 1,299 1,3 1,301 1,302

P(X = x) 0,2 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculer I'espérance et I'écart-type de la loi de probabilité de X.

Pour simplifier les calculs, on définit la variable aléatoire Y = 1000X — 1300.
La loi de probabilité de Y est alors :

Vi 2 1 0 1 2

P(Y = 1) 0,2 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculons I'espérance et la variance de la loi de probabilité de Y :

E(Y) =-2x0,2 + (-1)x0,1 + 1x0,4 + 2x0,1 = 0,1

(Y) = 0,2x(-2 - 0,1)? + 0,1x(-1 - 0,1)? + 0,2x(0 — 0,1)? + 0,4x(1 — 0,1)?
+0,1x(2 -0,1)>=1,69

On en déduit I'espérance et la variance de la loi de probabilité de X :
E(Y) = E(1000X - 1300) = 1000 E(X) — 1300
E(Y)+1300 _0,1+1300

Donc:E(X) = =1,3001
1000 1000
V(Y) = ¥(1000X — 1300) = 10002 V(X)
V() 1,69
Donc:V(X) = =

10002 10002

1,69 1,3
Etdonc:o(X) = /10002 = 1000 =0,0013

Conclusion : E(X) = 1,3001 cm et 6(X) = 0,0013 cm.
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V. Application a la loi binomiale

1) Echantillon d’'une loi de probabilité

Exemple :
On étudie la fiabilité d’'un composant électronique. On appelle X la variable aléatoire

égale a 1 si le composant électronique ne se détériore pas suite aux tests effectués
et 0 dans le cas contraire.

Le fabricant précise que le composant électronique ne subit pas de détériorations
suite aux tests dans 99,8 % des cas.

Dans ce cas, la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramétre 0,998.

On effectue les tests sur un échantillon de 100 composants électroniques prélevés
au hasard dans le stock du fabricant.

On peut considérer alors que la liste (X, X,, X5, ..., X100) forment un échantillon de
taille 100 de variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli de paramétre 0,998.

Définition : Un échantillon de taille n d’une loi de probabilité est une liste de n
variables aléatoires indépendantes suivant cette loi.

Propriétés : Soit (X,,X,, ..., X,;) un échantillon de taille n de variables aléatoires
indépendantes suivant une méme loi. Onpose : S = X; + X, + - +X,,, alorson a:
NEES)=EX) +EX) + -+ EXy)

2)V(ES) =V(X) + V(X)) + -+ V(Xy)

Méthode : Calculer I'espérance et la variance d’'une variable aléatoire en I'exprimant
comme somme de variables aléatoires indépendantes.

B3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/f/RYVMQK3bQQ

Un industriel fabrique des plats en verre qui doivent résister a de fortes températures
afin de pouvoir étre utilisés dans un four de cuisson. Pour vérifier la résistance du
plat, on le soumet a une température de 350°C. On a constaté qu’en moyenne, sur
un grand nombre de plats testés sortant de l'usine, 1,5 % des plats ne supportent
pas une telle température et cassent.

On choisit au hasard 200 plats produits par 'usine et on effectue, pour chacun d’eux,
le test de résistance. On admet qu'étant donné le grand nombre de plats produits par
l'usine, ce choix peut étre assimilé a un tirage fait de fagon indépendante et avec
remise.

On désigne par R la variable aléatoire comptant le nombre de plats résistants au test.
Calculer E(R) et o(R). Interpréter les résultats.

On appelle X la variable aléatoire égale a 1 si le plat résiste au test et égale a 0 dans
le cas contraire.

X suit une loi de Bernoulli de paramétre p = 0,985. En effet, d’aprés I'énoncé,

E(X) =1-0,015 = 0,985 et E(X) = p dans le cas d’une loi de Bernoulli.

Par conséquent, V(X) = 0,985 x (1 — 0,985) = 0,014775.
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On peut considérer alors que la liste (X, X,, X5, ... X500) forment un échantillon de
taille 200 de variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli de paramétre 0,985.
Etona:

E(R) = E(X)) + E(X,) + -+ E(X300) = 200 X 0,985 = 197

V(R) =V(X) +V(X,) + -+ V(Xp00) = 200 X 0,014775 = 2,995

car X, X5, ... X500 SoOnt indépendants.

Soit : 6(R) = /2,995 = 1,72.

En moyenne, sur un grand nombre d’échantillons de 200 plats, on peut espérer
trouver 197 plats résistants avec un écart-type proche de 1,72.

2) Echantillon de la loi de Bernoulli

Propriété : Soit (X;, X,, ... X;,) un échantillon de taille n de la loi de Bernoulli de
paramétre p.
La variable aléatoire S = X; + X, + --- +X,, suit la loi binomiale de paramétres n et p.

Exemple :
En reprenant 'exemple donné au début du paragraphe ///.1., la variable aléatoire

S =X, + X, + - +X;4 suit la loi binomiale de paramétres n = 100 et p = 0,998.

3) Espérance, variance et écart type de la loi binomiale

Propriété : Soit S une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétres n et p.

E(S) =np V($) =np(1—p) a($) =V(S)

Démonstration :
2 Vidéo https:/lyoutu.be/li\WJFGLRgJE

Soit (X4, X5, ... X,,) un échantillon de taille n de la loi de Bernoulli de paramétre p.
On rappelle que pour une variable aléatoire X qui suit une loi de Bernoulli, on a :
EX)=p et V(X)=p(-p).

Donc,on a:

ES)=EX, +X, ++X)=EX)+EX,) ++EX,)=p+p+-—+p=np
V) =VX+ X, + - +X,) =V(X) +V(X,) + -+ V(X,) car Xy, X,, ... X, sont
indépendants.

Donc:V(S) =p(1—-p) +p(1—p)+ - =p(l—p)=np(l—p)

Méthode : Calculer I'espérance, la variance et I'écart-type pour une loi binomiale

B3 Vidéo https:/iyoutu.be/95t19fznDOU
3 Vidéo https:/iyoutu.be/MvCZwIXIZ4Q

On lance 5 fois de suite un dé a six faces.

On considére comme succes le fait d'obtenir 5 ou 6.

On considére la variable aléatoire S donnant le nombre de succes.
Calculer E(S), V(S) et a(S).
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1
La variable aléatoire S suit la loi binomiale de parametres p = 3 etn=>5.

5
E(S)—5X§ §z1,7
V() =5xaxo= o
) 3 3 9
10 10
“®=19=73

En moyenne, on peut espérer obtenir environ 1,7 fois un 5 ou un 6, en 5 lancers.

V1. Moyenne d’'un échantillon

1) Définition

Exemple :
On lance un dé a six faces et on considére la variable aléatoire X qui prend la valeur

1 si le dé s’arréte sur un chiffre pair et la valeur 0 sinon.
1

X suit donc une loi de Bernoulli de paramétre >

On répéte deux fois de suite cette expérience. On considére alors I'’échantillon

(X1, X,) de taille 2 de variables aléatoires X, et X, suivant la méme loi que X.

Il est ainsi possible d’évaluer le résultat d’'une telle expérience en étudiant la variable
aléatoire moyenne de X; et X,.

On appelle M, la variable aléatoire moyenne de I'échantillon (X, X,).

Alors M, peut prendre les valeurs suivantes :

Valeur || Probabilité || Valeur || Probabilité || Probabilité | Valeur de Probabilité
de X; de X; de X, de X, de (X, X,) M, de M,
1 1 1 1 1 0+0 1
0 = 0 — —X == — L =0 —
2 2 2 2 4 2
1 1 1 1 1 0+1 1
0 — 1 — X —=— RE——
2 2 2 2 4 2 2 1 1 1
— L=
1 1 1 1 1| 140 1 4 4 2
1 o~ 0 — — X == — —_—
2 2 2 2 4 2 2
1 1 1 1 1 1+1 1
1 = 1 — —X == — —=1 —
2 2 2 2 4 2

Et on a ainsi la loi de probabilité de M, :
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k

P(M; = k)

N| RN =

D= O
NI N

Définition : Soit (X4, X5, ..., X;) un échantillon de taille n de variables aléatoires
indépendantes suivant une méme loi.
La variable aléatoire moyenne M,, de I'échantillon est donnée par :

1
Mﬂ. = E(Xl +X2 + - +Xn)

2) Propriétés

Exemple :
On reprend I'exemple précédent.

- Calculons l'espérance de M, :

[T SN SOF DIDRUE O
(M) =0xg+5x5+1x3=3

On retrouve I'espérance de la variable X.

On comprend intuitivement que I'espérance de la variable aléatoire moyenne d’un
échantillon (X, X,, ..., X;,) est égale a I'espérance de la variable aléatoire X associée
a cet échantillon.

- Calculons la variance de M, :
- 1 0 1\ 1 (1 1>2+1 (1 1> 1

= — —_— — _— = — X —_— = —

(M) 4X( 2>+2X22 4 2) T8

v 1 1
= —-—X—-—=
2 2

Alors que :

Ainsi la variance de la variable aléatoire moyenne est plus faible que la variance de
la variable d’origine.

De plus, la dispersion de la variable aléatoire moyenne diminue au fur et a mesure
que la taille de I'échantillon n augmente.

En effet, si 'échantillon devient plus grand, le nombre de situations pouvant donner
des valeurs proches de I'espérance augmente.

Ainsi, les valeurs prises par la moyenne deviennent de plus en plus probables dans
un voisinage de I'espérance.

Propriété : Soit une variable aléatoire X et soit un échantillon (X;, X5, ..., X,,) de taille n
de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi que X.

1 1
EM,) = E(X) VM) =—V(X) o(My) = ﬁU(X)

Méthode : Calculer I'espérance, la variance et I'écart-type d’une variable aléatoire
moyenne

D Vidéo https:/lyoutu.be/o6700avrbHQ
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On considére la variable aléatoire X qui prend, de fagon équiprobable, les valeurs —4,
0,1,3et6.

M;, est |la variable aléatoire moyenne d’'un échantillon de taille 50 de la loi de X.
Calculer I'espérance, la variance et I'écart type de Ms,.

Par équiprobabilité, on établit le tableau de la loi de probabilité de X.

k —4 0 1 3 6
1 1 1 1 1
PX =k — Z — Z -
( ) 5 5 5 5 5
On a ainsi:
E(X —1 4 1 0 1 1 1 3 ! 6=1,2
()_Sx(—)+5>< +5>< +5>< +5>< =1,
1 1 1 1
V(X)=§><(—4—1,2)2+§><(O—1,2)2+§x(1—1,2)2+§x(3—1,2)2

1
+§ x (6—1,2)>=10,96
o(X) =410,96 = 3,31

On en déduit :
E(Mg,) =EX) =1,2

1 10,96

V(Mso) = g5V (X) = —Z5— = 02192
1 3,31

o(Msg,) = EO’(X) ~ 7= ~ 0,468

VIl. Inéqalité de Bienaymé-Tchebychev

Propriété : Soit une variable aléatoire X. Pour tout réel strictement positif §, on a :

P(IX —E(X)| = 6) < Vg)

Méthode : Appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
3 video https://youtu.be/4XMvg1FnYwU

Soit une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de paramétres n = 20 et p = 0,1.
1) Appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec § = 20(X). Interpréter.
2) Recommencer avec § = 3d(X), puis § = 40(X). Que constate-t-on ?
3) a) Simuler N valeurs de la variable aléatoire X par une fonction en Python dans le
but d’estimer la probabilité P(|X — 2| = 20(X)).
On testera le programme pour différentes valeurs de N.

b) Au regard des résultats obtenus par le programme, peut-on penser que
'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a un caractére optimal ?
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1)-E(X) =20x0,1 =2 V(X)=20x01x09=18 o(X) =18
Ainsi, on obtient :
V(X)
P(IX —E(X)| = 20(X)) < ———
(ZU(X))
Ou encore : P(lx — 2| =2/1,8) 0,25

La probabilité que I'écart de X a E(X) soit supérieur a 20(X) est majorée par 0,25.

2)—pour é =30(X) :

V(X)
P(IX-EMX)|z30(X)) £ ——
(30'(X))
Ou encore : P(1X —2| = 3V198) S%
—pour § =4a(X):
V(X)
P(IX —E(X)| = 40(X)) < ———
(40(X))
Ou encore : P(|X — 2| = 4/1,8) < 0,0625

— On peut en déduire que les écarts de X a E(X) de quelques o deviennent
improbables.

3)a) import random as rd >>> proba(1000)
import math 0.038
>>> proba(10000)
def simulX(): 0.0454
=0 >>> proba(100000)

for expe in range(20):

if rd.randint(1,100)<=10: 9.04178
a=a+1 >>> proba(100000)
return a 00451(‘

def proba(N):
echant=[simulX() for i in range(N)]
c=0
d=2*math.sqrt(1.8)
for e in echant:
if abs(e-2)>=d:
c=c+l

return c/N .
b) On constate qu un ecart a k(4 ) superieur a zo(4X ) est de probabilité souvent

inférieure 0,05 (0,038 ; 0,0454 ; 0,04178 ; 0,04516) alors que l'inégalité de

14

Bienaymeé-Tchebychev nous donne pour cette méme probabilité une majoration par

0,25. L’inégalité est donc loin d’étre optimale.
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VIIl. Inégalité de concentration

Propriété : Soit la variable aléatoire moyenne M,, d’'un échantillon de taille n de la
variable aléatoire X. Pour tout réel strictement positif §, on a :

V(X)
P(IM, = EQN)| 2 6) < —

Méthode : Appliquer I'inégalité de concentration pour déterminer la taille d’un
échantillon

3 Vidéo https:/iyoutu.be/7NKIU-zwWOA

Soit une variable aléatoire X qui suit la loi de Bernoulli de paramétre 0,2.

On considére un échantillon de n variables aléatoires suivant la loi de X.

On appelle M,, la variable aléatoire moyenne associée a cet échantillon.
Déterminer la taille n de I'échantillon tel que la probabilité que la moyenne M,,
appartienne a l'intervalle 10,03 ; 0,37][ soit supérieure a 0,95.

On cherche a calculer n tel que P(0,03 < M,, < 0,37) = 0,95
Dans l'idée d’appliquer I'inégalité de concentration, on fait apparaitre 'espérance de
X dans l'inégalité.
Oor,E(X)=p =02
Ainsi, on cherche n tel que : P(0,03 - 0,2 < M, — 0,2 < 0,37 —0,2) = 0,95
Soit: P(=0,17 < M, — 0,2 < 0,17) = 0,95

Soit encore : P(|M,, — 0,2] < 0,17) = 0,95

Et donc, en considérant I'évenement contraire :
1-P(M,—-02|=>0,17) = 0,95
P(|M, —0,2| = 0,17) < 0,05

En prenant § = 0,17 dans l'inégalité de concentration, on a :

V(X)
P(IM, — E(X)| = ) < 0,05, avec 52 0,05.
Or,VX)=p(1—-p)=02x08=0,16

)

On cherche donc un entier n tel que : 172 < 0,05
0,16 '
Etdonc:n>——m ~ 110,7
0,05X 0,172

Pour n > 111, la probabilité que la moyenne M,, appartienne a l'intervalle 10,03 ;0,37[
est supérieure a 0,95.

IX. Loi des grands nombres

Propriété : Soit la variable aléatoire moyenne M,, d’'un échantillon de taille n de la
variable aléatoire X. Pour tout réel strictement positif §, on a :
lim P(IM, —E(X)|268) =0
n—+ 00
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Remarque : La loi des grands nombres traduit le fait que plus la taille de I'’échantillon
d’'une variable aléatoire X est grande, plus I'écart entre la moyenne de cet échantillon
et 'espérance de la variable aléatoire X est faible.

Méthode : Simuler des valeurs d’'une variable aléatoire moyenne dans le but
d’observer la loi des grands nombres

On considére la variable aléatoire X qui prend ses valeurs de maniére équiprobable
parmi les entiers 1 a 5.

Et on nomme M, la variable aléatoire moyenne d’'un échantillon de taille n de la
variable aléatoire X.

a) Simuler 500 valeurs de la variable aléatoire M,, par une fonction en Python dans le
but d’estimer la probabilité P(|M,, — E(X)| = d(M,)).

Tester le programme pour des valeurs de n de plus en plus grande.

b) Que constate-t-on ?

1 1 1 1 1
AEX)==X14+=-%X2+=-%X3+=-%x4+=-%x5=3

5 5 5 5 5
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
VX)) =cx(1-3)+cx2-3)+gxB -3+ x (-3 "+ x(5-3)" =2
V2
o(X) =+2 doncao(M,) =—=
X) =2 (M) N
Ainsi: P(IM, — E(X)| = o(M,)) = P(IM,, — 3| >Q)
- n - n n —\/1.—1 .
import random as rd >>> echantMn(5)
import math 0.31
>>> echantMn(5)
def simulMn(n): 0.282
S=[rd.randint(1,5) for i in range(n)] >>> echantMn(10)
Mn=sum(S)/n 0.036
return Mn >>> echantMn(20)
0.008
def echantMn(n): >>> echantMn(30)
echant=[simulMn(n) for i in range(5690)] 0.002
c=0 >>> echantMn(50)
d=math.sqgrt(2/n) 0.0
for e in echant: >>> echantMn(100)
if abs(e-3)>=d: 0.0
c=c+1 >>> echantMn(1000)
return c/560 0.0

b) Plus la taille de I'échantillon est grande, plus I'écart entre la moyenne de cet
échantillon et 'espérance de la variable aléatoire X est faible.
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